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ARITHMETIQUE

Examen de deuxiéme session, 19/06/2017, durée : 1 h 30.

Ajouté le 20/06 : en guise de corrigé, on pourra consulter
Tom M. Apostol, lIntroduction to Analytic Number Theory p. 32-33 pour le premier exercice et
Anne Bauval, Preuve simplifiée du théoreme de Serret sur les nombres équivalents pour le second.

Exercice 1. La fonction de von Mangoldt A est définie sur N* par

An) Inp sin=p™ pour un nombre premier p et un entier m > 1,
n) =
0 sinon.

1) Montrer que pour tout entier n > 1,
lnn = Z A(d).
d|n

2) Rappeler la définition du produit de convolution de Dirichlet f % g de deux fonctions f, g : N* — C.
3) Quel est I’élément neutre pour * ? (justifier).
4) En déduire que

Am) = = Y uld) In(a),
d|n

ou p désigne la fonction de Mébius (I'inverse pour * de la fonction constante 1).

Tourner la page


https://web.archive.org/web/20160917115120/http://plouffe.fr/simon/math/IntrodAnalyticNTApostol.pdf
http://arxiv.org/abs/1706.06082

Exercice 2. Un formulaire sur les fractions continues est rappelé en bas de cette page.

On note ~ la relation d’équivalence sur les irrationnels “avoir un quotient complet commun”. Autrement
dit, si deux irrationnels x = [ag,a1,...] et y = [bo, b1, ...] ont pour suites de quotients complets (z,,) et (yn) :

r~y<— dr,seN z,=y;.

1) Justifier brievement les deux propriétés suivantes :
(a) avec les mémes notations :

Ty = Ys < Vk e N Ar4k = bs+k < Vk S N Trik = Ys+k 5

(b) pour tout irrationnel x :

’Lemme 1:Va€eZ a+x~zx.
2) On considere d’autre part l’action, sur ensemble des irrationnels, du groupe G := GL2(Z) (les matrices
2 x 2 & coeflicients entiers et de déterminant +1), donnée, pour tout irrationnel z, par :

= (% Neg mopotb
c d cx+d

Démontrer que (pour tous irrationnels z et y) :

si x~y alors IMeG y=M -z

La suite de ’exercice va consister a démontrer la réciproque, a I'aide du lemme 1 ci-dessus et des
lemmes 2 et 3 suivants, élémentaires mais admis faute de temps : pour tout irrationnel z,

Lemme 2 : —x ~ z. || Lemme 3 : %Na:.

3) Soient z,y deux irrationnels dans la méme orbite pour l'action de G. 1l existe donc a, b, ¢, d € Z tels que
axr +b
cx+d
Montrer qu’on peut méme choisir a, b, ¢, d tels que de plus, (¢,d) = (0,1) ou ¢ > 0.
4) Montrer que si (¢,d) = (0,1) alors y ~ x (utiliser les lemmes 1 et 2).
5) On étudie maintenant le second cas : ¢ > 0. On choisit alors, parmi les deux développements du rationnel
2 en fraction continue finie, celui dont la longueur n est de parité telle que

ad—bc==+1 et y=

ad —be = (=1)".
On le note

a

o= [ag, ..., an—_1]

et 'on note h;, k; (pour i < n) les numérateurs et dénominateurs des réduites associées.
Démontrer successivement :
(a) a=hp_1 et c=ky_1;

(b) dreZ b=rh, 1+hno e d=rk, 1+k,_o;
(c) ‘Cl;”i‘db = [ag,...,an-1,2 + 7] ;
(d) et enfin (en utilisant les lemmes 1 et 3) : y ~ x.

Rappels sur les fractions continues (notations et formules).
e X]=X,[X,Y]=X+LetVge{l,....p} [Xo,...,X,] =[Xo,..., Xq-1,[Xq, ... X,p]].
e On pose h_1 =1 et k_y = 0. A toute suite (finie ou infinie) (a;), avec a; € N* sauf ay € Z, est ensuite

associée une suite (de méme longueur) de couples d’entiers (h;, k;) (“numérateurs et dénominateurs des
réduites”) vérifiant :

h; hi X +h;_4 ;
ki >07 [a07"-7ai] = kiz‘, [a07~'-aai7X] = M et hiki_l 7h7_1k7 = (71)Z+1.
e Tout irrationnel x a un développement en fraction continue infinie [ag, a1, .. .], et la suite (z,,)nen des
“quotients complets” vérifie :
x=lag,. ., 0n_1,%y] €t T =[an,ani1,-..].

e Tout rationnel z a deux développements en fractions continues finies, dont les longueurs sont deux
entiers consécutifs.



