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Controle continu de 'option Graphes

DUREE : 1 H 30
On rappelle I'importance du soin apporté a la rédaction et a la justification des résultats énoncés

On rappelle aussi que [n] = {k, k € N, 1 < k < n} pour tout entier n > 0.

Exercice 1 : Vrai ou Faux ? (justifier la réponse)

VF 1) Il y a exactement 2" sous-ensembles de [2n + 1] de cardinal au plus n.

VF 2) Pour tout entier n > 0, a,, = (3 +V6) - (8- V6) est un nombre entier.

V6 V6

VF 3) Le nombre de parties de [n] de cardinal k qui ne contiennent pas deux entiers consécutifs est égal a
n—k+1
k .

Exercice 2

Question A) Un panier de TAMAP est constitué de n, poires, n, abricots, n. choux et n, radis avec n, +nq +ne+n, =
12. Sachant que tout panier doit respecter n, € [[2,4]], nq € [[2,5]], nc € [1,4] et n, € [4,6]], combien de
compositions de paniers distinctes sont possibles ? (justifier la réponse)

Question B) De combien de maniéres peut on distribuer 30 piéces de 1 euro & 2 gargons et 3 filles de sorte que chaque
gar¢on ait au moins 2 euros et que chaque fille ait au moins 4 euros? (justifier la réponse)

Question C) De combien de maniéres peut on distribuer 20 piéces de 1 euro & 2 gargons et 3 filles de sorte que chaque
garcon ait au moins 2 euros, que chaque fille ait au moins 4 euros et que chacun ait au plus 5 euros?
(justifier la réponse)

Exercice 3

Soit (an)n>o la suite définie par ap = 1 et ap+1 = an + 4n + 5 pour n > 0. Utiliser les séries génératrices
pour trouver une expression explicite de a,, en fonction de n (formule fermée).

Exercice 4

a=a modn
NOTATION : Si a,b,a’, b’ et n sont des entiers, on notera (a,b) = (a’,b") mod n pour dire { et
b=V modn

On rappelle que la suite de Fibonacci (F,) est définie par Fy =0, Fy = 1 et F,10 = Fj,41 + F,, pour n > 2.
1. Montrer que l'on peut trouver deux entiers positifs k et [ tels que (Fi, Frt+1) = (F, F1+1) mod 1000.
2. En déduire que (Fj_1, F) = (Fi—1, F1) mod 1000.
3. Conclure qu’il existe un entier N tel que 1000 divise Fly.

4. Soit a € N*. Est-il vrai que, pour tout a € N* on peut trouve un entier n tel que a divise F, 7

BAREME APPROXIMATIF : 6 - 6 - 4 - 4
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Exercice 1
VF 1) FAUX. On cherche le cardinal de &<, ([2n + 1]), ensemble des parties de [2n + 1] de cardinal au plus n.
Si on appelle Z=,,+1([2n + 1]), Pensemble des parties de [2n + 1] de cardinal au moins n + 1, il est clair
que 'application
P<n(2n+1]) — Pzpni(2n+1])
A — [2n+1]\A

est bien définie et est bijective. Ainsi, |P<,([2n + 1])| = |Pon+1([2n + 1])|. Par ailleurs, {P<,([2n +
1]), Pon+1([2n + 1])} est une partition de Z?([2n + 1]), Pensemble des parties de [2n + 1]. Puisque
|2([2n + 1])| = 22! on a

2 = |2 ([2n + 1])] = | P<n((2n + 1)) + [Ponia (20 + 1])] = 2| P<n([20 + 1))

1
et on conclut que |P<,([2n + 1])| = 522"“ = 22" (qui est la carré de 2n).

VF 2) VRAL Posons o = 3 + V6et B=3—+/6.Puisquea+8=06¢et af=9—6=3, aet [ sont les racines
de X2 —6X + 3. On en déduit que (an)n>0 est une suite récurrente vérifiant a, 42 = 6an4+1 — 3a,, pour

Lfi—()eta —3+\/6737\/6
V6 V6 VG V6

pour tout entier n > 0.

n = 2. Comme ag = = 2, on conclut que a,, est un nombre entier

VF 3) VRAI En posant b; = a; — 1 et avec i € [k — 1], on note les équivalences :

1<0J1 1<a1 1<b1
ar <n — ar+k—-1<n+k-1 — bp<n+k-1
Aiy1 — Qf = 2 ai+1—(i+1)+1—(ai—i+1)>1 biv1—b; =1

Ainsi, en identifiant toute partie de [n] de cardinal k£ qui ne contiennent pas deux entiers consécutifs avec un
k-uplet (a1,a2, -+ ,ax) tel que 1 < a1 < az < -+ < ar < navec a;+1—a; = 2 pour i € [k—1], application
qui transforme (a1, a9, - ,ar) en (by,ba,--- ,bk) défini par b; = a; + i — 1 pour i € [k] définit une
bijection de ’ensemble des parties de [n] de cardinal k qui ne contiennent pas deux entiers consécutifs vers

—k+1
Py[n — k + 1], ensemble des parties de [n+k—1] de cardinal k. Comme |2 ([n—k+1])| = (n . * ),

c’est aussi le nombre demandé.

Exercice 2

Question A) Le nombre cherché est le coefficient de X2 dans le polynome

PX)=(X’+ X+ XH(X*+ X+ X'+ XO)(X + X2+ X2 + XN (X* + X5 + X9)

Puisque P(X) = X°(1+ X + XH(Q1 + X + X2+ X1 + X + X2 + X*)(1 + X + X?), on cherche le coefficient

de X3dans Q(X)=(1+ X +X?)?(1+ X + X2+ X3)2. On a

RQIX) = (1+X2+X'+2X +2X%2+2X3)(1+ X%+ X1+ X6 +2X +2X2% +2X3 +2X3 4+ 2X* + 2X5)

= (1+2X+3X?+2X3+ X1)(1+2X +3X% +4X% 4+ 3X* 4+ 2X° + X©)
= 18X%+ R(X)

ot R(X) est un polynéme qui ne contient aucun monéme en X3. Le nombre cherché est donc 18.

Question B) Aprés avoir distribué 2 euros a chaque gargon et 4 euros a chaque fille, il reste 14 euros a distribuer
librement. Le nombre cherché est donc le nombre de 5-uplets (g1, g2, f1, f2, f3) de N° tels que g1 +ga + f1 +
fa+ f3 =14 ot g1, g2 (resp. f1, f2, f3) sont les sommes distribuées aux garcons (resp. aux filles). D’apres le

14+51) _ <18) _ 15X16X17X18:15><4><17><3=3060.

5—-1 4 4!

Question C) Cette fois-ci, on va compter les distributions d’une autre maniére et remarquer que le nombre cherché est
le coefficient de X?° dans le polynome P(X) = (X2 + X3 + X% + X5)2(X* + X°)3. En effet, il apparait
un terme X2° dans P(X) pour chaque X9 X9 X1 X2 Xf3 avec g1 + go + f1 + fo+ f3 = 20,2 < g; < 5 si
1€ [2] et 4 < f; < 5siie[3] (autrement dit, g1, g2 sont les sommes distribuées aux gargons, tandis que
f1, fa2, f5 sont celles distribuées aux filles). On a

cours, nous savons que ce nombre est <

P(X) = (X*+2X54+3X04+4X7+3X%+2X"+ X10)(X12 +3X1 + 33X 4 X15)
X161 +2X +3X2%2+4X3 +3X%+2X5 + X6)(1 +3X +3X% + X?)
= X'(26X*+ R(X))

ot R(X) est un polynéme sans monoéme en X?. Le nombre cherché est donc 26.



+o0
Exercice 3 On considére f(z) = 2 anx™ la série génératrice associée a la suite (an)n>0. D€ apt1 = ap +4n +5,

n=0
+o0 +o0
on déduit 2 Apyp1z" Tt = 2 (an + 4n + 5)z" ", soit encore
n=0 n=0

+a 4+ +a +0
Z anxt” —ag = 2 anx™ + 42° Z nz" "t + 5z 2 z"
n=0 n=0 n=1 n=0

+00 1 +0 +00 ! 1\ 1
Avec aO:L Zzn: 11— et 7;171:6”71: ZTLSCn = (1_1-) = (1_x)2,onobtient

n=0 n=0

f(x)—1=xf(x)+4$2(1jx)2 +5$1—z

2?2 +5r+ (1—-2)>  3z+1
+1let f(z) = i (1I_ ,7353 z) = (1I_ el On calcule alors la

Soit encore (1 — x)f(z) = %

décomposition en éléments simples :

3z +1 A b ¢
fw) = (—ap T-2z (-27 (-ap

— x(1—2)3 puis 2 = 1 donne 4 = C.
— x(1 —z) puis ¢ — 400 donne 0 = —A
— x=2donne -7T=—-A+B-Cet B=-7+C=-3.

Ainsi, on obtient

+0o0 ! "
3 4 1 1 1
=N g’ = — 4 - -3 4x =
f(@) = 2, anz T—22 “0-2p (150) * X2<1:c>
+ +
= —32nz"71+22n(n71)x”72
n=1 n=2
0

(=3(n+1) +2(n+2)(n+1))a"

+

(2n2 + 3n + 1)3@"

D510

3
Il
o

et on conclut que a,, = 2n% 4+ 3n + 1 pour tout n de N (et, & titre de vérification, on notera que I'on a bien
ag=1et any1 —an = 4n +5).

Exercice 4
On rappelle que, pour deux entiers a et n, a mod n désigne le reste de la divisison euclidienne de a par n.

1. L’ensemble {(F} mod 1000, )1 mod 1000), k € N} est de cardinal au plus 10002 = 10° (puisque il y a
au plus 1000 valeurs possibles pour chaque coordonnée). Par conséquent, il suffit de considérer I’ensemble de
couples {(Fk, Fr+1), 0 < k < 105} de cardinal 10° + 1 pour étre certain, d’aprés le Lemme des tiroirs, qu'il
contiendra au moins deux couples (Fy, Fir+1) et (F}, Fj41) tels que Fy, = F; mod 1000 et Fi+1 = Fj41 mod 1000
avec k < [. On a ainsi trouvé deux entiers positifs k et [ tels que (Fy, Fy4+1) = (F}, F1+1) mod 1000.

2. D’aprés la relation de récurrence que vérifie la suite (F},)n>0, on a Fy—1 = Fj+1 — F) pour tout entier k > 1.
Par conséquent, de Fj, = F; mod 1000 et Fj, 1 = F;41 mod 1000, on déduit que Fy,1— F = Fj11 — F; mod 1000,
soit encore et F,_1 = F;_; mod 1000. Cela montre que 'on a également (Fj_1, Fy,) = (Fj—1, F;) mod 1000.

3. Par une récurrence immédiate, il découle de la question 2 (et en tenant compte de k < ) que, partant
de (Fy, Fr+1) = (Fi, Fi4+1) mod 1000, on arrive & (F1, Fo) = (Fi—g+1, Fi—k+2) mod 1000. Autrement dit, il
existe un entier m tel que (Fy, F2) = (F, Fint1) mod 1000. Mais Fy = F» = 1 et cela signifie qu’on a donc
F,, = F,,+1 mod 1000 et, par conséquent, F,, 1 = F,,11 — Fj,, = 0 mod 1000. Dit autrement, on a trouvé un
entier N (égal & [ — k avec les notations introduites) qui est un multiple de 1000.

4. Le raisonnement suivi dans les questions 1 & 3 reste vrai si on remplace le nombre 1000 par n’importe
quel entier non nul. Il est donc vrai que, pour tout a € N*, on peut trouver un entier n tel que a divise F,.



