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Examen de Géomeétrie 1 - session 2

DUREE : 3 H

Exercice 1 : vrai ou faux?

Chaque fois, une justification de la réponse est attendue!

VF 1. Si F,G et H sont trois sous-espaces vectoriels d’un espace vectoriel E, alors on a l'égalité F'N (G +
H)=(FnNnG)+ (FNH).

VF 2. Si F et G sont deux sous-espaces vectoriels d’un espace vectoriel E, alors F'U G est un sous-espace
vectoriel de F si, et seulement si, ' C G ou G C F.

VF 3. Si F = {z1,22,...,2,} est une famille libre et  un vecteur non nul de E, la famille G = F U {z}
est liée si, et seulement si, x € Vect(F).

VF 4. Deux matrices qui ont méme polynéme caractéristique sont semblables.

VF 5. Deux matrices qui ont méme polynéme minimal sont semblables.

Exercice 2
Soit E un K-espace vectoriel et f € End(E). Montrer que (avec f2 = fo f) :

1. Ker fNIm f = {0} < Ker f D Ker f2
2. E=Kerf+Imf <= Im f C Im f?

Exercice 3

On considére R? muni de la base canonique (e1, ez, e3) et du produit scalaire canonique. Soit ¢ € End(R?)

de matrice :
A e T
A=2| -1 -3 V6
V6 —v6 -2
1. a. Montrer que ¢ est une isométrie.
b. Montrer que ¢ = r o s oul 7 est une rotation d’angle € et d’axe une droite A et s une symétrie
orthogonale par rapport au plan AL. Expliciter la droite A et ’angle 6.

c. Donner une matrice orthogonale P telle que :

-1 0 0
IPAP = 0 cosf —sinf
0 sinf cos@

1
2. Soit D la droite vectorielle de vecteur directeur n = —(e; + e3) ou (e, €2, e3) est la base canonique de

V2
R3.

a. Ecrire M, la matrice de pp, la projection orthogonale sur la droite D.
b. Ecrire M, la matrice de pp1, la projection orthogonale sur le plan D+
x
c. Ecrire M3 la matrice de ’endomorphisme de R? défini par X — nA X pour tout X = | y | de R3.
z
d. Calculer M = —M; + cos @ Ms + sin§ M3 ou @ est 'angle trouvé dans la question 1.b.
Comparer avec A et justifier le résultat obtenu.



Exercice 4

Soit (E, <, >), un espace vectoriel euclidien et F';, G deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de
E. On note p la projection sur F, parallélement a G. Le but de cet exercice est de montrer que p est une
projection orthogonale (i.e., G = F'1) si, et seulement si, ||p(x)|| < ||z||, pour tout z de E.

1. On suppose dans cette question que p est une projection orthogonale. Montrer que ||p(x)|| < ||z||, pour
tout x de F.

2. On suppose a présent que ||p(x)|| < ||z||, pour tout = de E.
a. Soit (f,g9) € F x G. Que vaut p(z)? En déduire que
VieR, |gl> +2t <fig>>0

(on pourra considérer z = f + ¢ g).

b. Déduire des variations du polynéme (pour (f,g) € F x G fixé) P(t) = t2||g||> + 2t < f,g > que F et
G sont des sous-espaces vectoriels orthogonaux.

c. Conclure que p est une projection orthogonale.

BAREME APPROXIMATIF : 5-4-7-4
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Correction de 'examen de Géomeétrie 1

Exercice 1 : vrai ou faux?

VF 1. FAUX. Il suffit de considérer E = R? (le plan réel), G engendré par e; (I'axe des abscisses), H
engendré par ey (I’axe des ordonnées) et F' engendré par e; + ez (la « bissectrice ») pour conclure
que 1 ’égalitée FN(G+ H) = (FNG)+ (FnNH) est fausse puisque, dans cet exemple, G+ H = E,
FNG = FNH = {0} et donc FN(G+ H) = F tandis que (FNG)+(FNH) = {0} (dans cet exemple,
on peut remplacer F' par n’importe quelle droite vectorielle autre qu'un axe de coordonnées).
On notera que Uinclusion (FNG)+ (FNH) C FN(G+ H) est toujours vraie. En effet, si z = f1 + f2
avec f1 € FNG et fo € FNH, alors on a bien € FN (G + H) puisque f1 + fo € F (car F est
stable pour Paddition) et fi; 4+ fo € G+ H (car f1 € G et fo € H).

VF 2. VRAI Il est clair que si ' € G ou G C F, alors FUG = G ou FUG = F est un sous-espace
vectoriel de E. Pour montrer la réciproque, on va montrer la contraposée et donc supposer que
F ¢ Get G ¢ F.Soit alors f € F\G et g € G\ F. On a alors bien entendu f € FUG et g € FUG
et il suffit de vérifier que f 4+ g € F'U G pour conclure que F'U G n’est pas un sous-espace vectoriel
de E. De fait, si f + g était dans FUG, on aurait f +g € F ou f+ g € G. Mais f + g € F entraine
9= (f+g)—f € F (car F est un sous-espace vectoriel), ce qui contredit g € G\ F'; et si on suppose
f+ g € G, on aboutit de méme a f € G qui contredit f € F\ G.

VF 3. VRAL Si © € Vect(F), il est clair que la famille G = F U {z} est liée (car de la combinaison
linéaire x = A\yx1 + ... + A\, T, on tire la combinaison linéaire nulle avec coefficients non tous nuls
T—A12T1—...— A&y = 0). Réciproquement, s’il existe une combinaison linéaire nulle avec coeflicients
non tous nuls Az — A\jz1 — ... — Ay, = 0, alors x = %:cl + ...+ )‘T"xn € Vect(F) (on sait que
A #£ 0 car A = 0 entrainerait que 1’on a la combinaison linéaire nulle avec coefficients non tous nuls
AT — ... — Ay = 0, ce qui contredirait le fait que la famille F est libre).

VF 4. FAUX. Deux matrices qui ont méme polynéme caractéristique ne sont pas forcément semblables

comme le montre 'exemple des matrices A = < (1) (1) ) =l et B = ( (1) 1 > Ces deux ma-

trices ont le méme polynéme caractéristique C(X) = (X — 1)? et, pour toute matrice inversible P,
PAP~!' = A =1, # B, ce qui montre que B et A ne peuvent pas étre semblables.

VF 5. FAUX. Deux matrices qui ont méme polyndéme minimal ne sont en général pas semblables. En fait,

1 00
bien souvent, cette question n’a pas de sens car, par exemple, I, = ( (1) (_i) ) et I3 = 0 1 0
0 0 1

ont méme polynome minimal X — 1 mais ne sont évidemment pas semblables !

Exercice 2

1. = Soit « € Ker f2. On a donc f2(z) = 0, ce qui montre que f(x) € Ker f. Puisque f(z) € Im f,
f(z) est dans Ker f NIm f = {0}, i.e. f(z) =0 et on conclut bien que x € Ker f.

<= Soit z € Ker f NIm f. Ainsi, f(z) = 0 et il existe un y dans F tel que z = f(y). On a donc
2y) = f(f(y) = f(z) =0, ie. y € Ker f2. Puisque Ker f D Ker f2, on en déduit que y € Ker f, soit
encore z = f(y) = 0 et on a montré que Ker f NIm f = {0}.

2. = Soit y € Im f. Il existe donc = € F tel que y = f(z) et puisque E = Ker f + Im f, on peut écrire
x =1z + 22 avec f(r1) =0 et x2 = f(z) pour un z € E. Ainsi, y = f(z) = f(z1 + 22) = f(z1) + f(x2) =
f?(z) € Im f2

<= Soit # € E. Comme Im f C Im f?, il existe y € E tel que f(z) = f%(y). A présent, 1'égalité
z = (z— f(y)) + f(y) montre que z € Ker f +1Im f puisque f(z— f(y)) = f(z) — f*(y) =0 et f(y) € Im f.



Exercice 3

1.a. On vérifie facilement que les vecteurs-colonnes de A sont normeés (1 =(94+146)/16 = (1+9+6)/16 =
(6+6+4)/16) et que le produit scalaire de deux vecteurs-colonnes distincts est nul. Ceci montre que A est
une matrice orthogonale, i.e., que ¢ est une isométrie. On peut aussi vérifier que *AA = I3.

1.b. La décomposition cherchée est celle d’une isométrie indirecte. De fait, le cofacteur de A;; est

1’3\/6 12 3

—_— = — = - = —A
16| —v6 —2| 16 4 "
ce qui montre que det ¢ = —1, i.e., que @ est une isométrie indirecte. La droite A est le sous-espace propre
x
associé a la valeur propre —1, soit, avec X = | y
z

z—y—+6z=0 =0
XeEA—=AX=-X+={ —z+y+/62=0 @{z% et A =Vect{(1,1,0)}
V6z — 6y +22=0

Puisque Tr(A4) = —1 + 2cosf, on trouve —1 + 2cosf = 1/4 x (—8) = —2, soit encore cosf = —1/2.
La valeur de 6 (modulo 27) est donc £27/3 et pour lever I'indétermination entre ces deux valeurs, il suffit
de connaitre le signe de sinf. Comme e; € A, le signe de sinf est donné par le signe du produit mixte

[e1, ¢(e1),u] ot uw=(1,1,0) est pris comme vecteur qui oriente A et on conclut § = —27/3 puisque
1 —3/4 1
ferplen)ul = | 0 —1/4 1 |=—VG/4
0 V6/4 0
1.c. La formule demandée est la formule classique de changement de base avec P~1 = P si la matrice
1
de passage P est choisie orthogonale. La premiére colonne ¢; = — | 1 de P est un vecteur directeur

V2 \ o
normé de A et les deux colonnes suivantes, ¢s et cs, forment une base orthonormée du plan A~+. Il faudra
de plus que la base orthonormée (c1, ¢a, c3) ainsi obtenue soit directe, i.e. que ¢; A c2 = c3. Il est clair que

1 1 1 1 1 1 1 0
-1 € At. On pourra donc prendre o = — | —1 |etes=—[ 1 |A—=]| -1 = 0 ,
0 V2 0 V2 0 V2 0 -1
soit
1 1 0
V2 V2
Pp=| <X -L o
V2 V2
0 -1

1,1,0) > (1,1,0) = 1(1,1,0).

0
2. a. Puisque n est normé, on sait que pp(e1) =< e,n >n =1 < (1,0,0), (1,1,
) :%(17150)etpD 63):<€3,TL>7’L:

De mémea pD(SQ) =<ez,n>n= % < (05170)5 (17 ) ) (171 0)
1 <(0,0,1),(1,1,0) > (1,1,0) = (0,0,0). Ainsi :

1 1 10
My=g 110
0 0O
2.b. Puisque pp + pp1 = 1Id, on trouve :
1 1 -1 0
My =13 — My = 3 -1 1 0
0 0 2
1 T z 0 0 1
2.c. Onan/\Xfﬁ 1 y | = —z etparconséquent:Mgzﬁ 0 0 -1
0 z Yy—x -1 1 0
2.d Onacosﬁff%, O:fie le calcul de M = —M; + My cos + Ms3sin6 donne :
110 1 -1 0 0 0 1 -3 -1 %
1 1.1 V3.1 N
75 1 1 0 +(*§)§ -1 1 0 +(*7)— 0 0 -1 = —% —% Tﬁ =A
0 0 0 0 0 2 V2 -1 1 0 @ 7@ 7%



Les matrices M et A sont identiques. De fait, si X; + X5 est la décomposition d’un vecteur X de R3 dans
A@ AL (avec X1 € Aet Xo € AL), ona p(X) = o(X1) +¢(Xa), ce qui s’écrit encore ¢ = popa +@popar.
On sait alors (cf. cours) que ¢(X;) = —X;1 et que p(X2) = cosf Xz +sinf (n A Xz). Par ailleurs, on
a bien sir D = A, dou X; = pp(X), Xo = pp1(X), n A X = nA Xy (car n A X; = 0) et Vécriture
— M7 + cos My + sin @ M3 est donc simplement la traduction matricielle de ¢ = @ o pA + p o pa L.

Exercice 4

1. Soit € F et (xp,zg) € F X G, I'unique couple tel que © = xp + xg. Dire que p est une projection
orthogonale équivaut a dire que G = F*. Ainsi, < 2p, g >= 0 et, par le théoréme de Pythagore, ||ac||2 =
llze]]? + [lzel|?. Mais p(x) = zp et on en déduit que [[p(x)||* = [J[|* — [zl < [[]|*, dou [|p()]| < [
(avec égalité si, et seulement si, zg = 0, soit encore , x € F).

2.a. Soit z = f + tg avec (f,g) € F x G et t un réel quelconque. On sait alors que [|p(z)||*> < ||z||>. Or,
par définition de p, p(x) = f et |[z]|*> = < f+tg, f+tg >= ||fI> +2t < f,9 > + t*||g]|>. L'inégalité
||z]]* = ||p(z)||* > 0 donne donc exactement I'inégalité demandée.

2.b. Soit (f,g) € F x G fixé; on peut supposer de plus que f et g sont tous deux non nuls (si ce n’est pas
le cas, on note simplement qualors < f, g >= 0). Le polynéme P(t) = t(t||g]]” + 2 < f,g >) est toujours
positif d’aprés la question 2.a. Comme il admet deux racines : 0 et —2 < f,g > / ||g||°, cela signifie que
ces deux racines n’en sont qu'une seule..., i.e. que < f,g >= 0. On a ainsi montré que F' et G sont des
sous-espaces vectoriels orthogonaux.

2.c. On sait déja que dim E = dim F + dim '+ = dim F + dim G et donc que dim G = dim F*. D’aprés la
question précédente, G C F- et on peut conclure que G = F*, i.e. que p est une projection orthogonale.



