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Exercice 1. (1) Quel est le rayon de convergence R de la série entière
∑

n≥0 z
n ?

(2) Calculer la somme pour z dans le disque ouvert D(0, R).

Exercice 2. Déterminer le rayon de convergence de la série entière
∑
anz

n où :

(1) an = nα, α ∈ R (2) an = n! (3) an =

{
(−2)n
n+1 si n = 3m+ 1,

0 sinon.

Exercice 3. Soit
∑
anz

n une série entière de rayon de convergence R. Déterminer le rayon de
convergence R′ de la série

∑
bnz

n dans les cas suivants :

(1) bn = a2n (2) bn =

{
am si n = 2m,

0 sinon
(3) bn =

an
n!
.

Exercice 4. Soit
∑

n≥0 anz
n une série entière de rayon de convergence R. Montrer que la série

entière
∑

n≥0(n+ 1)an+1z
n admet le même rayon de convergence.

Exercice 5. Montrer que la fonction f(z) = 1
z est holomorphe sur C \ {0} et vérifie f ′(z) = − 1

z2
.

Exercice 6. Trouver toutes les fonctions holomorphes f telles que :

(1) Re(f(z)) = C, où C est une constante,
(2) Re(f(z)) = x2 + x− y2,
(3) Re(f(z)) = cosx.

Exercice 7. Soit f une fonction holomorphe sur un ouvert U . Les fonctions suivantes sont elles
holomorphes?

z 7→ f(z) sur U, z 7→ f(z) sur U = {z | z ∈ U}, z 7→ f(z) sur U.

Exercice 8. Soit D un domaine (i.e. ouvert connexe non vide) de C et f une fonction holomorphe
sur D. Démontrer que si f ′(z) = 0 pour tout z ∈ D alors f est constante sur D. En déduire que si
|f | est constante sur D alors f est constante sur D.

Exercice 9. Posons

∂

∂z
=

1

2

(
∂

∂x
− i ∂

∂y

)
and

∂

∂z̄
=

1

2

(
∂

∂x
+ i

∂

∂y

)
.

Montrer que une fonction f est holomorphe si et seulement si

∂f

∂z̄
= 0.
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Exercice 10. Soit f une fonctions holomorphe sur un domaine Ω ⊂ C. On pose u := <ef et
v := =mf .

(1) On suppose que u = <ef(z) ≡ c est constante sur Ω. Démontrer que f est constante sur Ω.
(2) On suppose qu’il existe des nombres réels a, b, c ∈ R tels que (a, b) 6= (0, 0) et que pour tout

z = x+ iy ∈ Ω,
a · u(x, y) + b · v(x, y) + c = 0.

Que peut-on dire de f ? Interpréter géométriquement cette condition et appliquer la ques-
tion précédente.

(3) Même question si on suppose qu’il existe des nombres réels a > 0 et b ∈ R tels que pour
tout (x, y) ∈ Ω,

a · u2(x, y) + b · v2(x, y) = 1.

Exercice 11. Calculer l’intégrale des fonctions f(z) = z2 et g(z) = 1
z sur le chemin (orienté dans

le sens trigonométrique)

Γ = [π/2, π/2 + i] ∪ [π/2 + i,−π/2 + i] ∪ [−π/2 + i,−π/2].

Exercice 12. Calculer les intégrales curvilignes de z − 1
z le long des trois courbes joignant les

points 1 − i et 1 + i en ligne droite ou au long du cercle centré en 0. Comparer les résultats et
donner une explication.


