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Indépendance et convergences

1 Indépendance
Soit (€2, A, P) un espace de probabilite.
Définition 1. (Indépendance d’événements)
e Deux événements A, B € A sont indépendants si P(AN B) = P(A)P(B).
e Des événements Ay, ..., A, € A sont indépendants si V{j1,...,5p,} C{1,...,N}ona

P(Aj1ﬂ~~~ﬂAjp):P(Ajl)><~~~><P(Ajp).

Définition 2. (Indépendance de sous-tribus)

e Des sous-tribus By, ..., B, de A sont mutuellement indépendantes si

VCj,EB,‘, P(Clﬂ---ﬁCn):P(Cl)><---><P(C’,,,).

e Des sous-tribus de A, (B;);er sont mutuellement indépendantes si toute sous-famille finie lest.

L’indépendance de tribus se vérifie sur des parties génératrices stables par intersection:
Proposition 3. Soient By, ..., B, des sous-tribus de A. Pour chaque ¢ soit F; C B; avec

e Qe F, o(F) =58

e F; stable par intersection finie.

SiVF, € Fona P(FiN---NFE,) =[], P(F;) alors les (B;)"_, sont indépendantes.

Proposition 4. (Regroupement par paquets) Soit (B;);c; une famille de sous-tribus de A, indépen-
dantes. Soit une partition de I, = Ujec I, et pour j € J, B; = 0(B;,i € I;). Alors les tribus (B,),es sont
indépendantes.

Définition 5. (Indépendance de variables aléatoires)
Pour i € I, soit X; : (2, A, P) = (E;, &) une v.a.. Les (X;);er sont indépendantes si les tribus (o(X;))
le sont. En particulier X1, ..., X, sont indépendants si et seulement si VF; € &;,

icl

P((X1 eF)N--N(X, € Fn)) — ﬁp(xi c F).

i=1
Théoréme 6. Des v.a. Xq,..., X, sont indépendants si et seulement si
P, . .x,)=Px,® - ®PFx,.

Dans ce cas:



e Vf; mesurables positives: E(HfZ(XZ)) = HEfl(Xi)
i=1

i=1

e Si f; mesurable de signe quelconque, 1’égalité précédente est vérifiée si
n n

E(TTI51) = T Elf(X0)] < o
i=1 i=1

Proposition 7. Soient X1, ..., X,, des variables aléatoires réelles. Les assertions suivantes sont équivalentes:

e X;,...,X, sont indépendantes.

e VEER", Ox, . x,)(&1,..-,8n) = [T ©x,(&)-

o Vai,...,an €R, P(X) < ay,..., X, <an) = [[P(X; < ay).
j=1

n

o Vfi :R = RT, E(Hfz(Xz)) = HEfi(Xi)-

i=1

2 Sommes de variables aléatoire indépendantes
Définition 8. Des v.a.r. X,Y € L?(Q, A, P) sont non corrélées si

Cov(X,)Y)=E(XY)-EX)EY)=E[(X-EX))(Y -E(Y))]=0
Remarque 9. Des variables indépendantes sont non corrélées.

Proposition 10. Soit X1,..., X, des v.ar. dans L?(Q, A4, P) indépendantes (non corrélées deux deux

suffit), alors
Var (Z XZ-> = ZVar(Xi).
i=1 i=1

Loi de la somme de v.a. indépendantes:

Définition 11. Soient p, v deux probabilités sur R%. Leur produit de convolution p * v est défini comme la
mesure image de p * v par (y, z) — y + z. En d’autres termes

VA € B(RY), pxv(A) = M@y({<y,z),y+z € A})

Vo0, [ duen@) = [ [elv+ ) ane)

Exemple 12. Si du(x) = p(z)dx et dv(y) = q(z) dz alors p * v admet pour densité par rapport la mesure
de Lebesgue la fonction p * ¢(z) = [ p(x — 2) ¢(z) d=.

Proposition 13. Soient X,Y des v.a. indépendantes valeurs R? alors

Px+y = PX X Py,
Oxiy = Ox Dy,
Lxyy = Lx Ly.

Si X,Y sont valeurs dans N, alors Gxty = Gx Gy.



Exemple 14. (Lois classiques dont les convolées sont trés simples)

e Lois binomiales: pour n € N* et p € (0,1),

n

B(n,p) =Y Crp"(1—p)" "6y

k=0

On a B(n,p) = B(n/,p') = B(n + n/,p). En d’autres termes, si X ~ B(n,p) et Y ~ B(n/,p') sont
indépendantes alors:
X+Y ~B(n+n,p).

On appelle loi de Bernoulli avec probabilité de succés p € [0, 1], la loi
b(p) := B(1,p) = (1 = p)do + pé1.
e Lois binomiales négatives: B(—m,p) avec p € (0,1) et m € N*, définies par

B(=m.p) =) Cnii_y ™ (1—p)" b
k>0

Pour m,n € N*, on a B(—m,p) x B(—n,p) = B( — (m + n),p). On appelle loi géométrique G(p) :=
B(-1,p) = Zkzop(l —p)* O

e Loi de Poisson: P(A) := >+, e_’\%ék avec A > 0. Elle vérifie
PA)«PN)=PA+X).
e Lois y(t,a) avec t > 0 et a > 0 de densité %xt’le’“‘”lwg par rapport la mesure de Lebesgue sur
R. On rappelle que pour ¢ > 0, T'(¢) = [ e 2! 1dx. Si s,t > 0,
v(t,a) xv(s,a) = y(t + s,a).
On appelle loi exponentielle de paramétre a > 0 la mesure de probabilité Exp(a) := v(1, a).
e Lois gaussiennes: N (m,o?),m € R,o > 0. Elles sont définies par N(m, 0) := d,, et pour o > 0

—=-m)? dx

2 — e
N(m,o%)(dz) :=e o

x €R.

On a N'(m,0?) «x N(m',0"%) = N(m +m’, 02 + o'?).

3 Suites de tribus ou de v.a. indépendantes

Définition 15. Soit (A, )nen une suite d’événements de (9, .4),

limsup A4,, := m < U Ak) = {w € Q; pour une infinité de valeurs de n, w € A4, },
" neN k>n
liminf 4,, := U < m Ak) ={w € Q; Ing, Vn > ng, w € A, }.
neN  k>n

Lemme 16 (Borel-Cantelli). Soient (A, )nen avec 4; € A.
1. 81,50 P(An) < oo alors P(limsup A,) =0 ie. p.s. card {n,w € A,} < c0.

ii. Si les A, sont indépendants et si > P(A,) = +oo alors P(limsup A,) = 1 ie. p.s. A, a lieu une
infinité de fois.



4 Convergence

4.1 Convergence presque sure
Définition 17. Soient X, (X,,)n>0 des variables aléatoires définies sur (2, A, P) et a valeurs dans (R¢, B(R?)).

On dit que la suite (X,,)n>0 tend vers X presque sdirement et on note X, 25X s

P({w € X(w)= lim Xn(w)}) =1

n—oQ

La suite (X, ), converge presque stirement vers X si et seulement si
pour tout & > 0, limy, o P({w, supy>,, [Xx(w) — X(w)[ > €}) = 0.

Proposition 18. (Critére de Borel-Cantelli).
i SiVe>0, 3, nP(|Xn— X|>¢) < oo alors X, =5 X.

ii. Siles X,, sont indépendantes et « est un nombre réel fixé,

X, a0 < V€>O,ZP(|Xn—a|2€) < 00.
neN

Proposition 19. Soient (X,,)n>0, (Yn)ns0, X,Y des v.a.r. définies sur (2,4, P). Si X, 2% X et V,, 23V
alors X, + Y, 2% X +Y et X,,V, &% XV,

4.2 Convergence en probabilité
Définition 20. Soient X, (X,)n>0 des variables aléatoires définies sur (€2, A, P) et & valeurs dans (R, B(R)).

On dit que la suite (X,,)n>0 tend vers X en probabilité et on note X, L X s

Ve >0, lim P(|Xn - X| > 5) =0.
n—oo

Si (X,,) converge en probabilité vers X, on peut extraire une sous suite qui converge presque surement
vers X.
La convergence en probabilité est métrisable :

Proposition 21. Pour tout couple de variables aléatoires (X,Y) d(X,Y) := E (min(1,|X - Y)).
Soit (zn), une suite de variables aléatoires et X une variable aléatoire définies sur (2, F,P) un espace
probabilisé. La suite (X,,),, converge en probabilité vers X si et seulement si lim,,_,o d(X,, X) = 0.

Corollaire 22. Soit (z,), une suite de variables aléatoires et X une variable aléatoire définies sur (2, 7, P)
un espace probabilisé. La suite (X,,),, converge en probabilité vers X si et seulement si de toute suite extraite
on peut extraire une sous suite qui converge vers X.

Corollaire 23. Soient (X,,) et (Y;,) deux suites de v.a.r. sur (22, A, P) telles que X,, Lo xety, 5y,
e Si ¢ est continue alors ¢(X,,) KA o(X),
e Sia,f € R alors aX, + 8Y, £>o¢X—i—6Y,

e X,V, B XV.



5 Convergence dans P, p > 1

Définition 24. Soient X et (X,),>0 des v.a.r. dans LP(Q, A, P). On dit que la suite (X,,) tend vers X au

Lr - N
sens LP et on note X, — X si limp o0 | X — X[, = 0, c’est-a-dire si

lim E(|X, - X[") =0.

n—oo

Proposition 25. Sig>p>1,
q 2 1
X, Zx = x,2x = x,5x = x,%x

5.1 Loi des grands nombres

Définition 26. Soit (X,,),>1 une suite de v.a.r. définies sur un mme espace de probabilité (2, A, P). A un
échantillon de taille n, (X;(w),..., Xn(w)), on associe

1 n
e la moyenne empirique X, (w) = — E X;(w),
n
i=1

1 n
o la mesure empirique p == — E Ox, (w)-
n
i=1

Théoréme 27 (Loi forte des grands nombres). Soit (X, )nen+ une suite de v.a.r indépendantes et de mme
loi. 1l ya équivalence entre

i. E‘X1| < +00,

.. p-s. .
ii. X, —> existe.

n— 00

Dans ce cas la limite est E(X7).



