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Intégration

Interrogation écrite n° 1 - corrigé

Exercice 1. (7p) Soient Ay et Ay deur o—algébres d’un ensemble X. On note
I:{AlﬁAQ ‘ A € Ay, Ay EAQ},

Montrer que

A7) = A(A1 U Ay).
(C’est-a-dire la o—algébre engendrée par I est la méme que la o—algébre engendrée par Ay U Asy.)

Solution. On doit montrer I’égalité de deux ensembles. On procéde par double inclusion.

a) A(Z) C A(A; U Ay).

Soit A € Z. On peut écrire A = A1 N Ay avec A1 € Ay et Ay € Ay. Alors A1 € Ay U As, donc
A; € A(A1 U Az). De méme Ay € A U Ay, donc A € A(A; U Ay). Comme A(A; U Az) est une
o—algebre, on en déduit A1 N Ay € A(A; U Ag), autrement dit A € A(A; U A2). Nous venons de
montrer que Z C A(A; UAz). Comme A(A; UAz) est une o—algébre qui contient Z, on en déduit que
A(Z) C A(A; U Ag).

b) A(A1 U As) C A(Z).

Soit A € Ay. On peut écrirte A= AN X avec A € Ay et X € Ay; donc A € Z. On a ainsi montré
que A C T.

De méme, pour tout B € Ay on peut écrire B= X N B avec X € A; et B € Ay, donc B € Z. On
en déduit que Ay C Z.

Par conséquent nous avons

Ai1UA, CT C A(I)
Comme A(Z) une o—algébre qui contient A; U Ay, il résulte que A(A; U Az) C A(Z).

Exercice 2. Soit (X, A) un espace mesurable et soit pn : A — [0,00] une application telle que
() = 0.

a) (7p) On suppose que p est une mesure. Montrer que pour toute suite (Ap)p>1 C A telle que
Ay C Apyr pour tout n, on a p(Up>14y) = limy, o0 1(Ap).

b) (6p) On suppose que p est additive, c’est-a-dire pour tous les ensembles disjoints A, B € A
on a p(AU B) = p(A) + p(B). De plus, on suppose que pour toute suite croissante (Ap)n>1 C A
(c’est-a-dire Ay, C Apt1 pour tout n), on a p(Up>14,) = limy, o0 p1(Ap).

Montrer que 1 est une mesure.

Solution.
a) Soit A = U;2 1 A,. On veut montrer que pu(A) = lim p(Ay).
n—oo
Comme A, C Apy1 on a p(A4,) < u(A,41 pour tout n. Par conséquent, la limite lim u(A4,)

n—oo

existe. On a A, C A pour tout n, donc u(Ay) < u(A) et on en déduit que

lim ji(An) < p(A). o
n—oo

On distingue deux cas:

1. 1l existe un indice ng tel que pu(A,,) = co. On a alors p(A4,) = oo pour tout n > ng, donc

lim p(A,) = co. Dans ce cas on a évidemment p(A) = oo, donc on a égalité dans (1).
n—oo

2. u(A,) < oo pour tout n. On définit By = Ay, By = As\ A1, By = A3\ Ay, etc., By, = Ap \ An—1
pour tout n > 2. Alors les ensembles (B),),>1 sont mesurables, disjoints, u(B1) = (A1) et u(By) =



w(An) — (Ap—1) pour tout n > 2. De plus, A = U2 A, = Up2 B,,. Comme p est une mesure, on
obtient

N—oo

[e's) N
p(A) =Y u(By) = lim Y u(By)
n=1 n=1

= limy o0 [1(A1) + (1(A2) = p(Ar)) + -+ + (1(An) — p(An—1))] = limy 00 p(An).

b) Nous devons montrer que p est c—additive. Soit (A4,),>1 C A une suite d’ensembles mesurables
disjoints. On pose C, = U A; et C = U2 A;. Par réccurence on montre facilement que p(Cp) =
pw(Ar) + u(Az) + - -+ + pu(Ay) (ici on utilise le fait que p est additive). Comme la suite (C,),>1 est
croigsante et Up2 ; C), = C, en utilisant ’hypothése on obtient

p(C) = lim p(Cp) = lim <Z u(Az-)> = (4.
=1 =1



