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Chapitre 0

Le corps des complexes — C

0.1 Définitions et propriétés de C

L’objectif de cette section est de présenter trois constructions de C. Elles ont toutes en commun de
nécessité une connaissance préalable de R, et nécessite donc d’avoir construit R...
Il faut également des connaissances basiques sur les structures algébriques standards.

0.1.1 En passant par R?
A faire...

0.1.2 En passant par .Z>(R)
A faire...

RIX]

0.1.3 E t —_—
n passant par 1

A faire...



Chapitre 1

Fonctions de R dans C

A faire



Chapitre 2

Fonctions holomorphes

Dans ce cours, on s’intéresse aux fonctions de C dans C :
f:2€Qw— f(z) eC.

Ici, © est un ouvert quelconque de C. On notera de maniére générique x et y les parties réelles et
imaginaires de z :
z=z+w, v=R(z2), y=3(2).

On note Z le conjugué de z : Z =z —2y. On note |z| le module de z, c’est-a-dire

2l = Va2 +y2 = V(@ +1y) (v — ) = V2=
Enfin, pour zg dans C et 7 > 0, on note le disque ouvert de rayon r centré en zg
Dy(z0) ={2€C, |z—z| <1},

et le disque épointé

D, (20) = Dy(20) \ {20} ={2€C, 0< |z — 2| <7r}.

2.1 Fonctions continues

Définition 2.1 (Limite). Soit f : Q+ C, et zo € Q. On dit que f tend vers c € C quand z tend vers
2p, st pour tout € > 0, il existe n > 0 tel que pour tout z € Dy(29) N Q, f(2) € D.(c). On note ceci

lim f(z) = ¢ ou f(z) 2% ¢

Z—Z20

Définition 2.2 (Fonctions continues). Soit f: Q+— C, et zg € Q. On dit que f est continue en zy € Q
St
Jim f(z) = f(=0).
On dit que f est continue sur Q2 si f est continue en tout zy de Q. On note C°(Q) l’ensemble des
fonctions continues sur €.

De maniere équivalente, f est continue en zq si

ou encore



avec £(z) vérifiant lim e(z) = 0.
zZ 20

11 est clair que toutes les fonctions constantes sont continues sur C. Il en est de méme de fi(z) = z,
puisque pour tout zg dans C et € > 0, si on choisit » = €, on a bien que pour tout z € C vérifiant
|2 =20l <m, | f1(2) = fi(20)] <e.

Les fonctions £(z) et $(z) sont également continues sur C tout entier. En effet, pour tout z € C et
zo € C, on a par définition

|2 = 20| = VR(2 — 20)2 + S(z — 20)2,

et donc
IR(z — 20)[, [S(2 = 20)| < [2 = 20

Par ailleurs, la fonction inverse f(z) = %, définie sur C,, y est continue. En effet, pour tout zg # 0 et
tout z € D).,|/2(20), on a

ol = Jzo — 24+ 2] < a0 — 2l + 2l < 2 4 2 = B2l < g
et donc _ )
zZo — %
- =2 —|= < |z — 2| —— 0.
|f(Z) f(ZO)| P 20 2 20 = IZO|2|Z ZO‘ 2720

Proposition 2.1. Si f et g sont continues en zo € C (resp. sur 1), alors f + g est continue en zy (resp.
sur ) et f g est continue en zy (resp. sur Q).

De plus, si g(z0) # 0 (resp. si g ne s’annule pas sur 1), alors % est continue en zog (resp. sur ).

Cette proposition implique par une récurrence directe que si f est continue en zg, alors f™ I'est pour
tout n € N. En particulier, on a 2™ continue sur C, et encore par la Proposition [2.1] tout polynome de
la variable complexe est continue sur C.

Toujours par la Proposition toute fonction rationnelle de la variable complexe est continue sur
C privé de ses poles.

Finalement, une autre conséquence de cette proposition est que z — Z est continue sur C, puisque
z=R(z) —13(2).

Démonstration de la Proposition[2-1l Le fait que f + g soit continue en zy est une conséquence directe

de l'inégalité triangulaire, puisque

[(f +9)(2) = (f + 9)(20)| = [f(2) = f(20) + 9(2) — 9(20)| < |f(2) = f(20)[ + [9(2) — g(20)]-

Pour le produit, on s’en sort de la méme maniere, puisque

1f(2)9(2) = f(20)9(20) = [f(2)9(2) = f(20)9(2) + f(20)9(2) — f(20)9(20)]
<lg@2)|1f(z) = f(z0)l + |f(20)] |9(2) — 9(20)]
= lg9(2) — g(20) + g(20)[ [/ (2) = f(20)| + [f(20)||9(2) — g(20)]
< l9(2) = g(z0)[ 1/ (2) = f(z0) + |9(20)[ | f(2) = f(20)| + | (20)|19(2) — 9(20)]-
Enfin, si g(z9) # 0, on note a = 9ol > 0. 11 existe Ne > 0 tel que pour tout z € D, (%),

l9(2)—9g(20)| < , ce qui implique en particulier [g(z)| > «, et donc g(z) # 0. Ainsi, pour tout z € D,,_ (20),
on a

(20)
2

_ ‘Q(Zo) —9(2)| _ l9(2) = g(=0)|
9(2) g(20) 202
Le résultat suit. O

Proposition 2.2. Soit g: Q1 — Qy CC et f: Qo C. Si g est continue en zg € 0y (resp. sur 1) et
f est continue en g(zqg) (resp. sur Qsz), alors f o g est continue en zy (resp. sur €y ).



Démonstration. Commencgons par noter que f o g est bien défini, puisque pour tout z € Q, g(2) € Qs
et f est définie sur Qy. Notons Zy = g(z9) € Q. Soit € > 0. Il existe u > 0 tel que pour tout Z dans
D(Z0) 0, 1£(2) — f(Zo)] <.

Par ailleurs, il existe 7 > 0 tel que pour tout z € D, (z0) N, on a |g(2) — g(20)| < p. En particulier,
pour tout z dans D, (z0) N, g(z) appartient a D, (Zy) N Qa, et donc

1£(9(2)) = fg(z0))| = |F(9(2)) — f(Z0)] <e.

Le résultat suit. O

2.2 Fonctions holomorphes

Nous allons maintenant nous tourner vers la notion nouvelle ici, a savoir la dérivabilité au sens
complexe.

Définition 2.3 (Fonctions holomorphes). On dit que f : Q — C est dérivable (au sens compleze) en
zo € Q si il existe un complexe c tel que

o JE) = )
Z— 20 zZ— 20

Dans ce cas, on pose f'(z0) = ¢, et on dit que f'(z0) est la dérivée de f en zo. On a donc : pour tout
e >0, il existe n > 0 tel que pour tout z € Q tel que 0 < |z — 20| < 7,

f(z) = f(20)

zZ— 20

— f/(Z()) <eE.

On dit que f est holomorphe sur Q si f est dérivable en tout zo de Q. On note H(Q) l'ensemble des
fonctions holomorphes sur 2.
Enfin, on pose

C'(Q) ={f:Q—C, f dérivable, f' € C°(Q)}.
De maniere équivalente, f est dérivable en zq si il existe f'(zg) € C tel que
f(2) = f(20) + (2 = 20) f'(20) + o(z — 20),
soit encore il existe f'(z9) € C et e : Q — C vérifiant

lim e(z) =0,

Z—r 20

tels que

f(2) = f(20) + (2 = 20) f'(20) + (2 — 20) €(2).

Exercice 2.1 (Facile). Montrez que si f : Q — C est dérivable en zy € §, alors elle est continue en
zo € €.

Quelques exemples : la fonction constante f(z) = ¢, avec ¢ € C fixé, est holomorphe sur C de dérivée
f' =0, puisque pour tout zg € C et z # zq,

f(2) = 1(z0)

zZ— 20

=0.

De méme, la fontion f(z) = z est bien évidemment holomorphe sur C tout entier, de dérivée f'(z) =1,
puisque pour tout zg € C et z # 2z,
f(z) — f(20)

zZ— 20

=1.



Il en est de méme pour f(z) = z™ avec n € N,, puisque pour tout z, zg € C, on a

n n—2
2" = (z—z20+20)" = Z CF2b(2—20)" % = 25 4+(2—20) n 20" 4+(2—20) <(z — 20) Z CFab(z — zo)”2k> .
k=0 k=0

e(z)

n—1

Comme attendu, on a f'(29) = nz|

Exercice 2.2. Montrez que f(z) = % est holomorphe sur C., avec pour tout z # 0, f'(z) = fz%.
Correction

On peut par exemple écrire que pour tout z # 0 et zg # 0, on a

_ Z— 20
f(Z) f(ZO)* Z 20 )
et donc si de plus z # zp, on a
— 1 1
S-S 11
zZ— 20 ZZ) 2 —Z20 20

par continuité de f sur C,.

Exercice 2.3. Montrez que fn(z) = R(2) et fa(z) = S(z) ne sont dérivables en aucun zy de C.

Correction
On va juste montrer le résultat pour fy, la démonstration pour fg étant similaire. Soit zg = zg+12yg € C
ectw=t+1s€C,. On a

fr(z0 +w) = fr(20) t

w Ct4as

On a donc, pour t # 0 et s # 0,

fr(zo +8) = fr(z0) _ | , f(z0+15) = fr(20)
t 18

=0,

f n’est donc pas dérivable.

Proposition 2.3. Soit f, g: Q+— C. Si f et g sont dérivable en zy € C, alors
— [+ g est dérivable en zy, de dérivée (f + g)' (z0) = f'(20) + ¢'(20),
— fg est dérivable en zy, de dérivée (f g)'(z0) = f'(20) 9(z0) + f(20) ¢'(20)-

Si de plus g(z0) # 0, alors — est dérivable en zg, de dérivée
g

(5) =t

Démonstration. Si f et g sont dérivables en zy € €2, on a, pour tout z dans 2,

f(z) = f(20) + (2 = 20) f'(20) + (2 = 20) ££(2), 9(2) = g(20) + (2 = 20) ¢ (20) + (2 — 20) &4(2),

avec

zanzlo ef(z) = Zlgrzl0 gq(2) = 0.



On a alors

(f4+9)(2) = f(2) +9(2) = f(20) + (2 —20) f'(20) + (2 — 20) €7 (2) +9(20) + (2 = 20) ¢’ (20) + (2 — 20) £4(2)
= (f+9)(20) + (2 = 20) (f'(20) + ¢'(20)) + (2 — 20)e s 14(2),
er+g(2) = 5(2) +eg(2) 0.

De méme, on a

(f9)(z) = (f 9)(20) + (= = 20) (f'(20) 9(20) + [(20) g'(20)) + (2 — 20) €74(2),

avec

19(2) = f(20) g4(2) + (2 = 20) f'(20) 9'(20) + (2 — 20) f(20) €4(2) + €7 (2) 9(20)
+ (2= 20)e5(2) g'(20) + (2 — 20) €7 (2) £4(2)

{ vérifie bien i _o
qui vérifie bien Jim €fq(2) =0

Finalement, si g est dérivable en z, elle y est continue. Donc si g(z9) # 0, il existe n > 0 tel que
g(z) # 0 pour tout z € Dy(zp). Pour tout z € D,(20), on a donc

1 1 9(2) — g(z0) 1 g'(20) +&4(2)

00 9 e@)e) et ) gt

On a donc, pour tout z € D, (20), z # 2o,

1 (1 1 >:_g’(zo)+€g(z) g'(20)

z—2 \9(z)  g(20) 9(z)g(20) ==z g(z0)*
O
Exercice 2.4. Montrez que f(z) = Z n’est dérivable en aucun point de C.
Correction
Supposons que f soit dérivable en zy € C, comme pour tout z € C, R(z) = 2'527 on aurait z — R(z)

dérivable en zy par la Proposition [2.3] ce que 1’on sait ne pas étre le cas...

Remarque 2.1. Si f est holomorphe sur un ouvert 0y de C, et g est holomorphe sur un second ouvert
Qg de C, alors f + g est holomorphe sur 1 N Qy, ouvert qui est éventuellement vide.

Corollaire 2.1. Soit f et g appartenant ¢ H(). Alors
— [+gcHQ), avec (f+9) = [+,
— fge H(Y) , avec (fg)'=f'g+fg,

/

— éEH(Q), avec (;) 2—5—2, et Q:={z€Q, g(z) #0}.

11 est donc clair que tout polynéme de la variable complexe est holomorphe sur C entier, et que toute
fraction rationnelle est holomorphe sur C privé de ses poles.

Proposition 2.4. Soit g: Q1 — Qo CC et f: Qo C. Si g est dérivable en zy (resp. sur Q1) et f est
dérivable en g(zo) (resp. sur Qs), alors f o g est dérivable en zy (resp. sur Q1), et on a

(f29)'(20) = f'(9(20)) ' (20) (resp. (fog) = (f"o9)g).



Démonstration. Notons Zg = g(zg) € Qa. Si g est dérivable en zg, on a , pour tout z dans Qq,

9(2) = g(20) + (2 = 20) §'(20) + (2 = 20) €4 (2) = Zo + (2 — 20) 9 (20) + (2 — 20) £4(2), lim £4(2) = 0.

zZ—20

Si f est dérivable en Zj, on a, pour tout Z dans (g,

1(2) = [(Z0) + (2 = Zo) (Z) + (2~ Z0)e4(2), Jim e(Z) = 0.

On a donc, pour tout z dans 1,

f(9(2)) = f(Zo) + (9(2) — Zo) f'(Zo) + (9(2) — Zo) €4 (9(2)) = f(9(20)) + (2 — 20) g'(20) f'(9(20))
+ (2 = 20) £4(2) f'(9(20)) + (2 = 20) 9'(20) 5 (9(2)) + (2 — 20) £4(2) €7 (9(2)).
Comme
Jim &4(2) f'(9(20)) + 9'(20) £4(9(2)) + 24 (2) e£(9(2)) = 0,

le résultat suit.

Exercice 2.5. Soit f € H(Q), a, b deux réels, a < b, et v € C(Ja,b[;2). Montrez que
— fonia, bl C est C1, de dérivée

(foy) = (f o,
— g:t €la,bi—> R(f(y(t))) est C1, de dérivée

— h:t€la,bl—~ S(f(y(t))) est C, de dérivée

W(t) =S (f'(v (1)) (1)

Correction
Pour ty €]a, b], notons zg = y(to). Comme f est dérivable en zg, on a

f(2) = f(z0) + ['(20)(2 — 20) + (2 = 20)e5(2) = f(7(t0)) + f'(7(t0)) (2 — ¥(t0)) + (2 — ¥(to))e s (2),
avec lim,_, . —¢,) €(2) = 0. En particulier, pour ¢ €]a, ],
FOy@®) = f(v(to)) + f'(7(t0)) (v(t) = (to)) + (v(t) = ¥(to))es (V(2))-
Comme + est dérivable en tg, on a
Y(t) = y(to) + 7/ (to)(t — to) + (t — to)e, (1),
avec limy_,;, 4 (t) = 0. Il vient
FOr®) = f(r(to)) = f'(7(to)) [V (to) (t = to) + (t — to)e~ (¢)]
+ [ (o) (t = to) + (t — to)ey ()] e (v(to) + 7' (to) (t — o) + (t —to)ex (2)).

On a ainsi obtenu
FOv(#®) = f(v(t0)) = f'(v(to)) (to)(t — to) + (t — to)e(t),
e(t) = 4(t) + [v'(to) + &4 (B)] e (v(to) + 7' (to) (t — to) + (t — to)ey (1)),

9



qui vérifie lim;_,¢, €(t) = 0. D’ou le premier point.
On a de plus immédiatement

R(f(v(1) = R(f(v(t0))) = R[F(v(2) = F(v(t0))] = R[f'(7(t0))¥ (t) (t — to) + (t — to)e(t)]
= (t = to)R [f"(v(t0))7 (to)] + (t — to)R(e(2)).

Comme lim;_,¢, R(e(t)) = 0, le résultat suit. Le dernier point est identique.

Remarque 2.2. Si f est holomorphe dans Q et vy est C' sur]a, b, il vient donc que R(fog) et S(fog)
sont deux fonctions C* sur]a,b|, qui vérifient

R(fog) =RI[(fog)], (S(foy)) =S[(fog)].

2.3 Conditions de Cauchy — Critere d’holomorphie

Soit f:z € Q> f(z) € C continue. Pour z = x + 1y, on note
P(z,y) = R(f(z +w)), Qz,y) = S(f(z +w)).
Par définition, P: Q CR2 —» Ret Q : Q c R?2 — R, avec
Q.= {(m,y) eR?, z4we Q},

et comme f est continue (comme fonction de la variable complexe), P et @ le sont (comme fonctions de
deux variables réelles).

Proposition 2.5. Soit zg = xg +1yp € Q. Les deux assertions suivantes sont équivalentes :
— [ est dérivable en 2z,
— P et Q sont différentiables en (x9,yo), donc admettent des dérivées partielles en (xo,yo), et on a

oP 0 oP 0
%(l‘o,yo) = afcj(l‘o,yo) et a*y(%,yo) = —a%(%o,yo)- (2-1)

De plus, si f est dérivable en zo = x¢ + 1Yo, on a

P
f'(z0) = C{;Tx(fﬂoayo) Jr@%(fo,yo)-

Démonstration. Supposons tout d’abord f dérivable en zg = xg + 1Yo, de dérivée f'(z9) = a + 5. Soit
(t,s) € R? tel que 2 =z +t +1(yo + s) € Q. On a part définition

f(2) = f(20) + (2 — 20) ' (20) + (2 — 20)e(t +15),

avec £(Z) —— 0. On a donc
z—0

P(xo 4+ t,y0 + 5) +1Q(x0 + t,y0 + 5) = P(x0,y0) +1Q(x0,yo) + (¢ +15) (e +18) + (t +15)e(t 4 15)
= P(zo,yo)+(at—Bs)+t R(e(t+1s))—sS(e(t+25))+1(Q(z0, yo) +(Bt+as)+t I(e(t+1s))+s §R(6(t+zs))(). |
2.2
Notons que
tR(e(t +1s)) — sS(e(t +125)) = o(|| (L, 5)]])-

En effet
[tR(e(t +125)) — sS(e(t+15))| < V2 + 82 |e(t + 19))].

10



De la méme maniere, on a
tS(e(t +128)) + sR(e(t +15)) = o(||(¢, ) ]])-
En identifiant les parties réelles et imaginaires dans (2.2)), on obtient alors

P(zo+t,y0+s) = P(zo,y0) +(at—Bs)+o(l|(t, s)l), Q(zo+1,y0+5) = Q(x0,y0) +(Bt+as)+o(||(t s)|)),

ce qui montre que P et @ sont différentiables en (xq, o), et de plus
0:P(z0,90) = a = 0,Q(0,%0), OyP(w0,90) = =B = —0:Q(w0, yo)-

Supposons maintenant P et Q différentiables en (xo,y9) € Q, avec des dérivées partielles vérifiant

(2.1). Notons
8£P(x0ay0) =, ayP(l'anO) = _/6

Par définition, pour tout (¢,s) tel que (zg + ¢, 50+ $) € Q,ona

P(xo+t,y0+5) = P(xo,y0) +at—Bs+o(||(t,s)]]), Q(xo+t,yo+5)=Q(xg,y0)+ Bt+as+o(||(t,s)]).

Notons zg = xg + 1o € Q et w = t + 15, avec ||t, s|| assez petit pour que z = 20+ w € Q. On a
immédiatement

f(z0+w) = f(20) + (+28) (¢ +15) + o([[(£, 9)]]) = f(20) + w (e +25) + o(|w])-

On a donc, pour w # 0,

feotw) = 1G0) _ (1 ypy 4 9oy —— (a1 up),

w w w—0
ce qui montre que f est dérivable en zq, de dérivée f'(z9) = o + 1/5. O

Remarque 2.3. Pour ne pas faire d’erreur de signe sur le critéere de Cauchy, il suffit de se rappeler que
2+ 22 est holomorphe sur C. En effet, si z = x 4y, on a

2 =2% —y? +2xy = P(z,y) +1Q(z,y),

et donc
0P =22 =0,Q et 0,P = -2y = —-0,Q.

Remarque 2.4. Il est intéressant de noter que si l’on connait, par exemple, la partie réelle d’une
fonction de H(Y), alors on connait sa partie imaginaire ¢ une constante prés grace auz relations ,
et vice-versa.

Par exemple, considérons f € H(C) tel que R(f(z = x + 1)) = P(x,y) = 23 — 3xy>. Posons
S(f(x +w)) = Qx,y). On a alors

0, P =327 —3y* = 0,Q = Q(x,y) = 32>y — y* + h(x),

et
OyP=—6zy=-0,Q=—6xy+h'(z) = h(z)=ceR.

Au final, on a donc

fz=a+w) =P,y +1Q(z,y) =2> —3zy* +1(32%y — 3> +¢) = 2> +1¢c, c € R.

11



Exercice 2.6. Soit P : (z,y) € R? — 2% — 3xy? + 22% — 29% + 3. Trouwvez Q : R? — R tel que
fz=z+1y) = P(z,y) +1Q(x,y) soit holomorphe sur C.

Gréace a la Proposition il est tres simple de retrouver que, par exemple, z — % est holomorphe
sur C,, alors que z +— Z n’est dérivable en aucun point de C. En effet, pour z =z +1y # 0, on a

1 1 T Y

= —_ — P
z T+ 22 + y? ZxQ + 42 (xay) + ZQ(% y),

et donc pour tout (zg,yo) € C,

1 2 22 Y2 — a2

0. P(x0,y0) = - e =07

’ ag+yy (eg+yg)? (@f+ )

° 1 22 i ad
0yQ(xo,y0) = =

wi+ys @ity (@5 +ug)
I'autre relation se vérifiant par un calcul direct.

Par contre, pour z = 2 41y dans C, on a Z = z — 1y = P(z,y) +1Q(z,y), ce qui montre directement
que z — Z n’est pas dérivable, puisque

0, P =1+#0,Q =—1.

Exercice 2.7. Soit Q un ouvert connexe de C. Soit f holomorphe sur Q, vérifiant ' = 0 sur Q). Montrez
que [ est constante sur €.

Exercice 2.8. Soit Q un ouvert connexe de C, et f € H(QY). Montrez que les conditions suivantes sont
équivalente :

(i) f est constante sur (Q,

(ii) R(f) est constante sur Q,

(iii) I(f) est constante sur Q,

(iv) |f| est constante sur ).
Corollaire : en déduire que toute fonction holomorphe a image dans R est constante.

Correction
Clairement, (i) implique (i) et (%) et (iv). Les relations de Cauchy donnent trés simplement que (%)
est équivalent a (744), et implique donc (4).

On va donc montrer (iv) implique (ii). Supposons donc |f|? = P% 4+ Q% = a? dans Q, avec a > 0.
Différentier cette équation par rapport a z et y donne

POo,P+Q0,Q=0¢et PO,P+Q,Q=0.
En utilisant les relations de Cauchy, on en déduit
PO,P=Q0yP et POyP=—-QO0,P.

On a donc
P2(9,P)* = Q*(9,P)* = (a® — P?) (9,P)°,

et
P?(9,P)? = Q*(8,P)* = (o — P?) (8, P),

12



ce qui donne en additionnant les deux relations
P2VP]? = (a® — PH)|VP]* = |[VP*(2P? - a?) = 0. (2.3)

Si 2P? = o2 dans Q, le résultat est immédiat. Si ce n’est pas le cas, il existe (z,9) € Q tel que
2 P(%,9)? # . Posons alors

o ={(@.y) €2 Pa,y) = P(z.9)}.

L’ensemble & est non vide puisque (Z, ) € w, il est fermé par continuité de P. Montrons qu’il est ouvert :
soit (Z,7) € @, on a 2 P(%,9)? = 2 P(Z,y)? # o2, donc par continuité de P il existe r > 0 tel que pour
tout (x,y) dans la boule de rayon r centré en (Z,7), on a 2 P(z,y)? # a. Par (2.3), on a alors VP =0
sur cette boule qui est connexe, donc P est constante sur cette boule, d’ott P(z,y) = P(Z,§) = P(Z,¥)
pour tout (z,y) dans la boule : la boule est dans @, et donc @ est ouvert.

On conclut alors par connexité de € : @ est un ouvert fermé non vide de € connexe, on a donc @ = €,
ce qui implique en particulier (%i).

Les relations (2.1)) établissent un lien entre les fonctions holomorphes de C, et les fonctions harmo-
niques de R?. En effet, soit f holomorphe dans 2, avec

[(z) = (& +w) = Pz,y) +1Q(z,y)

avec (z,y) € ) suivant les notations de cette section. Supposons que P et Q soient C? sur €. Alors les

relations (2.1)) donnent
0P _ 9 (0PN _ 9 (0Q\ _ 0 (0Q\ _ 9 ( 0P\ _ &P
0x2 9z \ox) ox\dy/) Oy\ox/) Oy oy ) oy’

o*’P 9P
0x2  Oy?

dans Q, et un calcul similaire montre que AQ = 0 dans Q également : P et Q sont harmoniques dans ).
Il se trouve que la réciproque est vraie, si €2 est simplement connexe :

On a donc
AP

Proposition 2.6. Soit P € C?(Q), harmonique dans Q simplement conneze. Il existe f € H(Q) tel que
pour tout z = x +1y € Q, R(f(2)) = P(x,y).

Pour démontrer ce résultat, on va avoir besoin du
Théoréme 2.1 (Théoréme de Poincaré). Soit Q un owvert simplement connexe de R?, et
w = a(x,y)dz + b(z,y)dy,
une forme différentielle de classe C' sur Q. Alors w est fermée si et seulement si w est exacte.

Une conséquence de ce théoreme est que si on a deux fonctions a et b de classe C' sur Q, il existe
une fonction f de classe C? sur  telle que

of _, 9f _

or ay_b’

Oa  0Ob
si et seulement si il C’est ce que nous allons utiliser dans la preuve de la Proposition
Y x

Démonstration de la Proposition[2.6 11 suffit de montrer qu’il existe @ différentiable sur Q et vérifiant
les relations (2.1). On veut donc @ différentiable tel que

0,Q = —0,P et 8,Q = 0, P.
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Mais le Théoreme de Poincaré nous dit directement qu’un tel Q existe, puisque € est simplement connexe
et
—Oyy P = Oy P,

P étant par hypotheése harmonique sur Q. Le résultat suit. O

Corollaire 2.2. Soit P € C’Q(Q), harmonique dans Q ouvert quelconque de R2. Alors P est localement
la partie réelle d’un fonction harmonique.

Démonstration. Soit (o, o) dans Q. 1l existe n > 0 tel que Oy, boule centrée en (20, yo) de rayon 7, soit
contenue dans 2. Comme Oy est simplement connexe, le résultat suit. O

2.4 Fonctions analytiques complexes

2.4.1 Séries de réels positifs
Cette partie est constituée de rappels de L2.
Lemme 2.1. Soit p €10,1). On a

(i) Zp

nO

(ii) an" =

C(1-p?%

(ZZ’L) an no_ p+p)3
p

Démonstration. (i) —on a

N N N+1
(D ST YD DY S AL
—00
n=0 n=0 n=1

(i) — on a

N N N N
_p)znpnzznp an71+1 an Zn+1)pn+1+zpn+1
n=0 n=0 = n=0

N

(N 1 N+1 n L
(N+1)p" 4 pd " i

(i) — on a

N N
_p)zn Z’I’LQ n ZnQ nt+1 _ Z’I’LQ 71_Zn+1)2 n+1+22npn+l+zpn+l
n=0 n=0 n=0

i 4 2p? p P> +p
—(N+12pN T +2py np"+p) p" - = :
nz:;) ; Nooo (1=p)2  1=p (1-p)?
O
Lemme 2.2. On a
Moo
YT o™
n=0n+1 N—o0

14



Par ailleurs, il existe L1 < 0o et Ly < 0o tels que

N
1
— L, — ——— Lo.
§n+1 N—oo ! 7;)(71+1)2 N—oo 2
Démonstration. Soit N € N,. On note que
2N N 2N 2N
1 1 1 1 N 1
Zn+1 _Zn+1 = 2 nrlc 2 IN+1-2N4+1°-3
n=0 n=0 n=N+1 n=N+1
La suite ij 0n +1 est donc une suite croissante qui ne converge pas (puisqu’elle n’est pas de Cauchy),

donc elle tend vers linfini.
Pour N € N, on note

2 N+2 " 2N+1 "
o= S8 wy =Y &
N . n+1’ N . n+1
Il vient
(_1)2N+4 (_1)2N+3 1 1
e — - _ <0
UNHLTUN = TN s ON+4 2N+5 2N+4
(_1)2]\7-‘,—3 (_1)2N+2 1 1
—uy = - - >0,
UNHLTUN = N T ON T3 T ON+3 2N +4
et
(71)2N+2 1
UN —UN = =

= 0
2N +3 2N +3 N—oo

Les suites (vy) et (un) sont donc adjacentes, elles convergent vers la méme limite L1, qui est aussi la
( 1)’”.

somme de la série Z
Pour n € N, n>1 ona

LR U |
n2 =~ (n—-1)n mn-1 n’
d’ou v v v
1 1 1 1 1
gw_l+n§’ﬂgl+;<”—l_n) =1+1-+ <2
La suite ZTILO ﬁ est croissante majorée, donc elle converge. O

Lemme 2.3 (Regle de Cauchy). Soit (vy)nen une suite de réels positifs. On note

n—o00 N—=0 L>p

1
V = limsup vy (:— lim sup vk>

Alors
— iV <1, la série Y v, converge,
— si V> 1, la série Y v, diverge grossiérement.

Démonstration. Supposons d’abord V' < 1, et prenons ¢ > 0 tel que p := V 4+ ¢ < 1. Alors il existe
M > 0 tel que pour tout n > M, on ait

supvé <V +e=p,
k>n
ce qui implique en particulier que v, < p" pour tout n > M. Comme la série > p™ converge, la série
> vy, converge également.
Si maintenant V' > 1, on choisit ¢ > 0 tel que p = V + e > 1. Par un raisonnement similaire, on
obtient que pour tout N, il existe n > N tel que v, > p™ > 1. On crée ainsi une sous-suite V() dont
tous les termes sont plus grands que 1 : la suite (vy,)nen ne tend donc pas vers 0.
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Lemme 2.4 (Reégle de d’Alembert). Soit (v,)nen une suite de réels positifs, non nuls a partir d’un
certain rang. On note

.. Un+1 . . VUpa1 . VUn+1
0 <! =liminf (= lim inf 2L < L = limsup nt < +o00.
n—00 Un n—oo0 p>n Vp n—00 Un,
Alors
— si L <1, la série Y v, converge,
— sil>1, la série Y v, diverge grossiérement.

Avant de prouver ce résultat, notons que '’hypothése non nuls a partir d’un certain rang assure
simplement que le quotient UZ“ est bien défini pour n assez grand. De plus, on peut tout a fait s’en
n

passer. En effet, si tous les v,, sont nuls pour n assez grand, alors la série est évidemment convergente,

et sinon, comme

N
D=3 v
n=0 VEDP N

PN ={vp,n < N,v, # 0},

il suffit d’étudier la suite (0,,)nen construite en enlevant de (vy,)nen tous les termes nuls, série pour qui
Vnt1
2

le quotient est toujours bien défini.

Démonstration du Lemme[2-7, Supposons L < 1, et soit p € R tel que L < p < 1. Il existe N > 0 tel

que pour tout n > N,

Un+1
—— <P Upg1 < PUy,
Up,

ce qui implique par une récurrence immédiate

Vn >N, v, < p" Ny :p"v—x =M p".
p

Comme la série Y, M p™ converge, il en est de méme pour la série Y v,,.
Supposons I > 1, et p € R tel que 1 < p < [. Il existe N > 0 tel que pour tout n > n,

u
LS > 1= gy > U,

Un

La suite est donc strictement croissante a partir de l'indice N, en particulier u,, > uy > 0, et donc la
suite ne peut pas tendre vers 0. O

Lemme 2.5 (Produit de Cauchy). Soient Y a,, et Y b, deux séries complexes absolument convergentes.

Pour n € N, on pose
n
Cp = E ag by_k-
k=0

Alors Y ¢, est absolument convergente et

e (59 ()

k=0

Démonstration. Dans un premier temps, on a

SIS ol bl =3 (ap|§|bk|> < (iu) @Obu) ,

k=0 p=0 p=0

k
ag bp_i

n

i|ck|zz

k=0

p=0
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ce qui montre que la série > ¢, est absolument convergente.
Pour n € NU {0}, on note

Anzzaky anzbka anzck
k=0 k=0 k=0
11 vient
n n k n o n n n—p n
D DTED B) BINENED 3) UMM P8 SIS SrAv:a
k=0 k=0 p=0 p=0 k=p p=0 k=0 p=0
d’ou l'on tire .
Cn = Aso Boo = Y _ ap (Bu—p — Boo) + (An — Acc) Beo.
p=0
En particulier, on obtient
[3] n

|Cn*AooB00|SZ“IPHBn—prOOPF Z |ap| [Bn—p = Boo| 4 |An — Aso| [ Bol-
p=0 p=1%]+1

Clairement,
[An = Aoo| [Boo| ——0.

Ensuite, on a

L5) lz) oo
|ap| |Bn—p — Boo| < sup ‘Bn—p_BOO|Z|ap‘ < iIFPLHBp_BOJ Z|ap| mo-
zl3

=0 pe{0,...12]} p=0 P p=0

Enfin, si on note M = sup,,cy |By, — Bol, 01 a

n

n
Z |ap| |Bn—p — Boo| < M Z |ap| PR 0.
p=1%]+1 p=1%]+1

Le résultat suit. O

Remarque 2.5. Un lecteur attentif notera que l'on a en fait seulement besoin que l'une des deux séries
soit absolument convergente pour obtenir la convergence de la série Y ¢, vers le produit Ao Boo.-

2.4.2 Séries entieres

Dans tout ce chapitre, (a,)nen est une suite de nombres complexes.

Définitions — Régularité d’une série entiere

Définition 2.4 (Série entiere). On appelle série entiere la série de fonction de la variable complexe z

S(z) = an2". (2.4)
n=0

On peut bien évidemment parler de série entiére centrée en zg, de la forme

S(z) =Y an(z —z0)",
n=0
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mais comme par le changement de variable Z = z — zy on se ramene au cas précédent, nous allons
concentrer notre étude sur les séries entieres centrées en zéro.
Rappelons que (2.4]) est une notation pour désigner la limite, si elle existe, de

N
lim E anz™.
N —oco
n=0

Clairement, pour z = 0, la limite existe et S(0) = ap. On note Qg ensemble des complexes tels que la
limite existe, qui est donc un ensemble non vide. Se pose alors la question de caractériser un peu plus
précisément g. Pour cela, on définit

R =sup{lz|, z € Qs}. (2.5)

Par définition, on a Qg C Dg(0)... ce qui ne sert pas & grand chose, sauf si on remarque que 'on a aussi
la proposition suivante.

Proposition 2.7. La série Y a,z"

en dehors de Dr(0).

est absolument convergente sur Dr(0), et grossiérement divergente

Démonstration. Soit z € Dr(0), et p = |z|. Par définition de R, il existe Z € C, |Z] = p < R tel que
> anZ™ converge. En particulier, lim,,_,¢ a,2" = 0, et donc il existe N > 0 tel que pour tout n > N,

lanz™| < 1.
n n
lanz"| = |anz"| 2] < (fj) .

Ainsi, pour n > N, on a
1Zr - \p

n
Or £ <1, et donc la série} (%) est convergente. On en déduit directement que la série Y |a,2"™| est
convergente.

Soit maintenant Z € C\ Dg(0), p = |Z|. Supposons que . a,, 2" ne soit pas grossierement divergente,
alors |a, z2"| — 0. Alors, en reprenant le raisonnement précédent, on obtient sans difficulté que pour
tout z € C tel que R < p = |z] < p, la série Y |a,2"| est convergente, et c’est donc le cas pour la série
> anz™, en contradiction avec la définition. O

Ainsi, le réel R et le disque Dg(0) jouent un rdle fondamental dans 1’étude des séries entieres.

Définition 2.5. Le réel R > 0, défini par (2.5)), est appelé rayon de convergence de la série > anz".
Le disque Dr(0) est appelé disque de convergence de la série.

Lemme 2.6. On a
R = sup {r >0, Z |an|r™ converge } .

Démonstration. C’est immédiat, puisque pour tout r < R, r € Dg(0) et donc la série > a,r™ converge
absolument, alors que pour r > R, r € C\ Dg(0) et donc la série Y a,r™ diverge grossiérement. O

Exercice 2.9. On considére les séries entiere

Zn+1 Zn-i—l

2.4 Zm 2N

Calculez les rayons de convergence de ces trois séries. Que se passe-t-il sur le bord du disque de conver-
gence ?
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Proposition 2.8. Soit Y a,z™ et > b,z" deux séries entiéres de rayons de convergence respectifs Rq > 0
et Ry > 0. On pose R = min(R,, Ryp), et pour tout n € N,

n
Cp = E akbn,k.
k=0

La série entiére Y, c,z™ a un rayon de convergence supérieur ou égal 4 R, et on a, pour tout z € Dg(0),

i 2" = (i a,y;") <§: bnz"> .
n=0 n=0 n=0

Démonstration. C’est une conséquence directe du Lemme [2.5 O

Il n’est pas compliqué de voir qu'une série entiere est continue sur son disque de convergence. En
effet, on a la

Proposition 2.9. Supposons R > 0. Pour tout p, 0 < p < R, la série > anz" est normalement

convergente sur D,(0).

Démonstration. C’est direct, puisque d’un ¢6té, on a  sup |a,z"| = |an|p", et d'un autre coté, comme
2€D,(0)

p < R, la série ) |an|p™ est convergente. O

On en déduit directement, par les résultats connus sur les séries de fonctions, le corollaire suivant.

Corollaire 2.3. La fonction S : z € Dg(0) — Z anz™ est continue.
n=0

Exercice 2.10. Soit > a,z" et > b,z" deux séries entiéres de rayons de convergence supérieures ou
égauz & R > 0, et telles que pour tout z € Dr(0),

oo o0
E anz" = E bpz".
n=0 n=0

Montrez que a, = b,, pour tout n € N.

Exercice 2.11. Soit Y a,2™ une série entiére de rayon de convergence R > 0. Pour z € Dg(0), on note

S(z) = i anz".
n=0

Montrez que S(z) = S(Z) pour tout z € Dr(0) si et seulement si a, € R pour tout n € N.
Exercice 2.12 (IMPORTANT - Principe des zéros isolés). Soit (an)nen € CN non nulle, et S(z) =

(o)
Z an 2" la série entiére correspondante, dont on suppose le rayon de convergence R strictement positif.
n=0
Montrez que il existe r € (0, R] tel que S(z) # 0 pour tout z € D,(0).
En déduire qu’une série entiere S telle que l'origine soit un point d’accumulation de l’ensemble des

zéros de S est identiquement nulle.

Correction
Soit k le plus petit entier tel que ay # 0. La série entiere

G(z) = Zamrkz"
n=0
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a pour rayon de convergence R, et vérifie de plus G(0) = aj, # 0. Comme G est continue sur Dg(0), il
existe r > 0 tel que G(z) # 0 sur D,(0). Mais pour tout z € D,(0), on a

0o o
1
G =Y i’ = 5 Y ane = Ls(e)
z
n=0 n=0

ok

Le résultat suit.

Proposition 2.10. Soit (a,)nen € CN. On définit les suites (dy)nen € CN et (pp)nen € CY par

an
n+1

VneN,d,=n+1)apt1, po€CetVneN, ppi1 =

Les séries Y anz™, > dp,z" et >, ppz™ ont méme rayon de convergence.

Démonstration. Notons R,, R4 et R, les rayons de convergences respectifs des séries Y a, 2",

Zdnz" = Z(n +1any12", et anzn =po+=z Z n(i: 1Zn'

Pour tout n € Net r >0, 0n a

a
#:'17“” <lan|r™ = Ry < Ry,

et
|an+1|r”+1 <(n+ 1)|an+1|r”+1 = Ry < R,.

Soit finalement r < Ry, et p tel que r < p < R,. La série Y |p,|p"™ converge, et donc

lim Mp”:Oé lim Mp”:O.

Ainsi, il existe N > 0 tel que pour tout n > N, |ani‘p” < 1. Pour n > N, il vient

n+1 n+1
n an 1‘n1 2 (T 2 (T
n—+1)|ay, r+1:7‘ + Tln+1 - <(n+1 — .
(n+ Dlansal = et 2 (1) < s a? (2

n
Comme la série ZnQ (%) converge, on obtient R, < Rq. Le résultat suit. O

De ce résultat, on déduit facilement qu’une série entiere est holomorphe sur son disque de convergence,
et méme bien mieux que ca.

Corollaire 2.4. Soit Y a,z™ une série entiére de rayon de convergence R > 0. On définit
o0
S:z€Dgr(0)— Zan 2",
n=0

et -
D:zeDr(0)— Znan P
n=1

On a

— D est bien définie et continue,

— S est dérivable sur Dg(0),

— pour tout z € Dg(0), S'(z) = D(z).
En particulier, S € C1(Dg(0)).
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Démonstration. D’apres la proposition précédente, Y a,2" et Y na,z""! ont le méme rayon de conver-
gence R > 0. En particulier, pour tout p, 0 < p < R, la série > na,z" ! est normalement convergente
sur D,(0). Comme de plus (a,z") = na,z""1, le résultat est une application directe du théoreme de
dérivabilité des séries de fonctions. O

Corollaire 2.5. Soit S(z) = > a,z™ une série entiére de rayon de convergence R > 0. S est C™ sur
son disque de convergence, et pour tout z € Dr(0) et k € N,

Démonstration. C’est une simple récurrence sur le modele de la preuve précédente. O

En particulier, il vient pour tout £ € N
S®)(0) = K ay,

de sorte que pour tout z € Dg(0), on a

oo
S™(0
S(z) = E 7|( )z”
n!

n=0

Ainsi, une série entiere est toujours égale a sa série de Taylor sur son disque de convergence.
Ces résultats ont pour nouvelle conséquence le fait qu’une série entiere admet toujours une primitive

sur son disque de convergence :

Proposition 2.11. Soit S(z) = > a,z"™ une série entiére de rayon de convergence R, et po € C
quelconque. Alors la série

o0
Gp
P — n+1
(2) po+;n+1z )

admet R comme rayon de convergence, et pour tout z € Do(R),

Calcul du rayon de convergence Soit Y a,2" une série entiere de rayon de convergence R. On
rappelle que par définition,

R =sup {|z|,z e C, Zanz" converge } )

et que I'on a montré par ailleurs que

R = sup {r >0, Z |an|r™ converge } .
L’objectif ici est de donner des formules de calcul de R. Commencons avec un premier lemme.
Lemme 2.7 (Lemme d’Abel).
R =sup{r > 0,sup {|a,|r",n € N} < co}.

Démonstration. Notons R = sup {r > 0,sup {|a,|r",n € N} < oo}. Soit 7, p tels que 7 < p < R. Il existe
M > 0 tel que pour tout n € N, |a,|p” < M. On en déduit que

lan|r™ = |an|p" <r> <M <r) .
P P
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n ~
Comme la série Y, M <%> converge, il en est de méme de la série > |a,|r™, et ce pour tout r < R. Donc

R<R.
D’un autre coté, pour 7 < R, la série ) [a,|r" converge, donc la suite (|a,|r")nen tend vers zéro, et
a fortiori est bornée : R < R. O

Proposition 2.12 (Théoreme d’Hadamard).

1 1

— =1i » (= lim sup|u

R n—oo ( "_>O<>p>p| p‘ )
Démonstration. C’est une conséquence directe de la regle de Cauchy pour les séries de réels positifs,
puisque pour tout r > 0,

. 1 . 1 r
limsup |a,r"|™ = rlimsup |a,|" = 13

n—oo n—o0

ou on a noté 1

hm Supn—)oo |an|% .

R:

. 1
Remarque 2.6. Evidemment, si la suite (|an\%) admet une limite I, alors R = 7
neN

Proposition 2.13. Soit (ay)nen une suite de complezes non nuls d partir d’un certain rang. On suppose
que
a
tim 19ty

n—o0o  |ay|

. . 1
Alors la série entiére Y anz" a pour rayon de convergence R = 7

Démonstration. C’est une conséquence directe de la régle de d’Alembert (Lemme [2.4)). O

Fonction exponentielle complexe, et digressions
Z’I’l

Proposition 2.14. La série entiére E — @ un rayon de convergence infini.
n!

n! 1
Démonstration. Direct, puisque =— 0. O
(n+1)! n nooo

On peut donc définir la fonction exponentielle complexe, notée exp, par
© on
exp:z2€Cr— Z o
n=0

C’est une fonction entiere, donc C* sur C entier, vérifiant

exp’(

et exp(0) = 1.
Proposition 2.15. Pour tout z1, 2o dans C, exp(z1 + 22) = exp(z1) exp(z2).

Démonstration. Par le Lemme 2.5 on a

LA 2 (21 4 22)™
1 2
exp(ar) explz) = 3 D> 3y = Zmzckz’fzg D I e e  CR]
n:Ok:O n=0
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Corollaire 2.6. Pour tout z € C, exp(z) # 0 et exp(z)~! = exp(—2).
Démonstration. Cest direct, puisque 1 = exp(0) = exp(z + (—z)) = exp(z) exp(—=z). O

Proposition 2.16. Pour tout x € R, exp(x) € R. De plus, la restriction de la fonction exponentielle
aux réels, c’est-a-dire la fonction
exp: x € R— exp(z) € R,
est strictement positive, strictement croissante, et vérifie lim exp(x) = oo et lim exp(z) = 0.
Tr—r0o0 Tr—r—00
En particulier, exp est une bijection de R dans (0,00).

Démonstration. 1l est clair que pour z € R, exp(z) € R. Comme exp(0) = 1 > 0 et que la fonction
exponentielle est continue et ne s’annule jamais, on a nécessairement exp(z) > 0 pour tout = € R.
Comme de plus exp’(z) = exp(z) > 0, la fonction est strictement croissante sur R.

Comme pour tout x > 0, exp(xz) > 1+ x, on a xh—>Holo exp(z) = oo. Enfin, comme pour tout z > 0,

exp(—z) = exp(x) !, on obtient sans peine la derniere limite. O
Proposition 2.17. Pour tout z € C, exp(z) = exp(z).
Démonstration. C’est le résultat de 1’exercice 2111 O

Proposition 2.18. Pour toutt € R, on a
exp(t) e U={z€C, |z| =1}.

Démonstration. On a

|exp(at)|* = exp(at)exp(st) = exp(it) exp(it) = exp(at) exp(—it) = exp(et + (—ut)) = exp(0) = 1.

On définit alors deux nouvelles fonctions réelles :
cos:t € R R(exp(et)) € R, sin:t € R — I(exp(st)) € R.

Par définition, pour tout t réel,
exp(it) = cos(t) + ¢sin(t).

En particulier, il vient cos(0) + 2sin(0) = exp(0) = 1 = 1 + 0z, et donc cos(0) = 1 et sin(0) = 0.
Proposition 2.19. Pour toutt € R, on a
cos(—t) = cos(t), sin(—t) = —sin(t),

et
cos(t)? 4 sin(t)? = 1.

Démonstration. Pour tout t dans R, on a

cos(—t) +2sin(—t) = exp(—1t) = exp(1t) = exp(at) = cos(t) + 2sin(t) = cos(t) — usin(t),

et
cos(t)? +sin(t)? = |exp(at)|> = 1.

Proposition 2.20 (Formules trigonométriques). Pour tout t1, ta dans R, on a

cos(ty + ta) = cos(t1) cos(te) — sin(ty) sin(t2), sin(ty + t2) = cos(ty) sin(te) + sin(ty) cos(tz).
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Démonstration. On a d’un coté
exp(u(ty + ta)) = cos(ty + t2) + esin(ty + t2),

et d’un autre

exp(2(t1 + t2)) = exp(et1) exp(ata) = [cos(t1) + esin(ty)] [cos(ta) + ¢sin(ta)]
= [cos(t1) cos(tz) — sin(t1) sin(t2)] + ¢ [cos(t1) sin(tz) + sin(t1) cos(t2)] .

O
Proposition 2.21 (Formules d’Euler). Pour tout t réel,
cos(t) = exp(ut) + exp(fzt)7 sin(t) = exp(ut) — exp(fzt).

2 21

Démonstration. On a
cos(t) = R(exp(it)) = exp(it) + exp(at) _ exp(1t) + exp(at) _ exp(it) + exp(—zt),
2 2 2

le résultat pour sin étant obtenu de la méme maniere. O
Proposition 2.22. Les fonctions cos et sin sont C™ sur R, et vérifie

cos’ = —sin, sin’ = cos.
Démonstration. C’est une conséquence directe des formules d’Euler. O

Notons
¢ ={T € (0,4+00), Vt € (0,T),cos(t) > 0 et sin(t) > 0}

Proposition 2.23. L’ensemble € est non vide et majoré.
Avant de prouver cette proposition, un lemme tres simple.

Lemme 2.8. Soient to, T deuz réels, to < T, et B € R. Soit f continue sur [tg, T[, dérivable sur |to, T,
tel que pour tout t €lty, T[, on ait f'(t) < B. Alors pour tout t € [to, T[, f(t) < f(to) + B(t — to).

Démonstration. Soit g : t € [to, T[— f(t) — Bt, qui est clairement continue sur [tg, T[ et dérivable sur
Jto, T[. Pour tout t €]tg, T, ¢’'(t) = f'(t) — B < 0, donc g est décroissante sur [tg, T[, et donc pour tout
te [th T[a

9(t) < g(to) & f(t) — Bt < [f(to) — Bto.

O
Démonstration de la Proposition[2.23. Montrons que % est non vide. Comme cos(0) = 1 et cos est
continue, il existe n > 0 tel que pour tout ¢ € [0,7], cos(t) > % Ainsi, pour tout ¢ € [0, 7], sin’(t) =
cos(t) > 3, et donc pour tout ¢ € (0,7], sin(t) > sin(0) = 0. Donc 1 € €. On note sin(n) = o > 0.
Supposons maintenant 4 non bornée. Il vient cos(t) > 0 et sin(¢) > 0 pour tout ¢ > 0. En particulier,
pour tout ¢ > n, on a sin’(t) = cos(t) > 0, ce qui implique sin(t) > sin(n) = « > 0. Mais alors, pour tout
t >, on a cos’'(t) = —sin(t) < —q, et donc par le Lemme précédent, pour tout ¢t > «,

cos(t) < cos(n) — a(t —n).

2 cos(n)
a

En choisissant ¢t = +n > 1, on obtient

0 < cos(t) < —cos(n) <0,

ce qui est clairement une contradition. Donc € est majoré. O

24



On a donc sup € < 400, et on note
T=2sup%.

Notons que par définition, 7 > 0.

Proposition 2.24. Pour tout t € (07 g), on a

cos(t) > 0, sin(t) > 0.

cos (g) = 0, sin (g) =1.

Enfin, cos (resp. sin) est une bijection strictement décroissante (resp. strictement croissante) de [O, %]
dans [0, 1].

De plus

Démonstration. Par définition de la borne supérieure, pour tout n € N, il existe T}, € € tels que T}, < 5
et |Tn — g| < m Soit alors t € (0, g)7 il existe n € N tel que t € (0,7,), et comme T,, € €, cela
implique directement que cos(t) > 0 et sin(¢) > 0.

En particulier cos(7),,) > 0 et sin(T},) > 0. Comme T, tend vers
v1entcos( ) >Oetsm( ) >0

Supposons alors cos ( ) > 0 et sin (g) > 0. Par continuité de cos et sin, il existe € > 0 tel que pour
tout t € (0,5 —|—€), cos(t) > 0 et sin(t) > 0, ce qui implique § 4+ ¢ € €, et donc § +& <sup% = §
contradiction.

On a donc cos (3) = 0 ou sin (3) = 0. Comme pour tout ¢ € (0,%), sin’(t) = cos(t) > 0, sin est
strictement croissante sur (O, 2) Notons alors que comme Ty < 7 et |T0 — f’ < 5, il vient 0 < T <
et donc

s

5, et cos et sin sont continues, il

sin(0) = 0 < sin(Ty) < sin (g) .
On en déduit cos (g) =0, et par cos (g) (%) =1 et sin (g) > (), on obtient sin ( ) =1.
Finalement, comme pour tout ¢ € (0, g) os'(t) = —sin(t) < 0 et sin’(t) = cos(t) > 0, la fin de la
démonstration est immédiate. O

Proposition 2.25. Pour tout réelt, on a
™ , . v
cos (t + 5) = —sin(t), sin (t + 5) = cos(t),
cos(t + ) = —cos(t), sin(t +7) = —sin(t),

3T . . 3w
cos (t+ > )= sin(t), sin(t+ -5 )= cos(t),
cos (t+2m) = cos(t), sin(t+2m) = sin(t).
En particulier, les fonctions cos et sin sont 2 w-périodiques, et 27 est leur plus petite période.

Démonstration. Les huit relations sont une conséquence directe des Propositions et[2:24] 1l est clair
que cos et sin sont 27-périodiques.

Supposons finalement qu’il existe T € [0,27) tel que pour tout ¢ € R, cos(t +T) = cos(t). Il
vient en particulier que cos(T) = cos(0) = 1. Or, on sait que pour tout ¢t € (0,%], cos(t) < 1. Donc
T ¢ (0, g] Pour tout t € (%,w], cos(t) = —sin (t— %) < 0, donc T ¢ (%,’N]. Pour t € (7337”)
cos(t) = —cos (t — m) < 0. Enfin, pour t € [3Z,27), cos(t) =sin (t — 2F) < 1, donc T ¢ [2F,27). Ainsi,
T=0.

Enfin, si T € [0,27) est tel que sin(¢t + T') = sin(t), on obtient en dérivant cos(t + T') = cos(t), ce qui
termine la preuve. O
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Exercice 2.13. Que valent les fonctions cos et sin en ¢, T et 5 ¢

Proposition 2.26. Soient u, v deuz réels tels que u? + v? = 1. Il existe un unique 0 € [0,27) tel que
cos(f) = u et sin(f) = v.

Démonstration. Clairement, |u| € [0,1] et |v| € [0, 1]. Supposons tout d’abord que |u| € (0,1) (et donc
v € (0,1)). Par la Proposition [2.24f il existe un unique w € (O7 %) tel que cos(w) = |ul, ce qui implique
en particulier sin(w) = |v|, puisque cos(w)? + sin(w)? = 1 et sin(w) > 0.

Soit maintenant 6 € [0,27) tel que |cos(6)| = |ul. Si § € [0, Z], par unicité on aw = 6. Si 6 € [Z, 7],
comme par les Propositionset @ cos(m—0) = cos(f) et 7—0 € [0, Z], il vient m— 6 = w soit encore

0 = m — w. En faisant le méme type de raisonnement pour # dans [71’, 37”] et dans [37”7 7r], il vient que les
seuls 6 de [0,2 ) solutions de 1’équation | cos(f)| = |u| sont 0 =w, =71 —w, 0 =7+ w, § =27 — w.

En utilisant encore la Proposition on obtient alors

cos(w)\ _ (ul cos(m —w)\ _ [—|ul cos(m+w)\  [—|ul cos(2m —w)\ _ [ |ul

sin(w) ) \|Jv|) " \sin(r —w) )\ |v| )’ \sin(r+w)/) \—Jv]) \sin2r—w) /)  \—[v|/)~
Le résultat suit pour |ul, |v| € (0,1).

Si maintenant u = 0, alors |v| = 1. Un raisonnement similaire au précédent nous donne que 6 € [0,27)
vérifie cos(f) = 0 et | sin(6)| = 1 si et seulement si § = Z ou 6 = 3. Comme sin (§) = 1L et sin (2f) = —1,
le résultat suit.

Enfin, si |u| = 1 et donc v = 0, toujours par le méme type de raisonnement on obtient que 6 € [0, 2 )

vérifie | cos(#)| =1 et sin(#) = 0 si et seulement si § = 0 ou § = 7. Comme cos(0) = 1 et cos(w) = —1, le
résultat suit. O

De cette proposition découle directement le

Corollaire 2.7. On a
— Uapplication t € R — exp(st) € U est une surjection 2w —périodique,
— UVapplication t € [0,27) — exp(et) € U est une bijection.

Corollaire 2.8. La fonction exp est 2w i-périodique.
Démonstration. Pour tout z € C, exp(z + 271i) = exp(z) exp(271) = exp(z) exp(0) = exp(z). O

Théoréme 2.2. La fonction exp est une surjection de C dans C.. Pour tout 6 € R, la fonction exp
(i) est une bijection de R 41[0,0 + 2m) dans C,,
(ii) est une bijection de R+ (0,0 +2x) dans C\ Zp, ou

Dy = {z =1 exp(uh), r > 0}.
Démonstration. Notons que l'on sait déja que exp(C) C C,. On va montrer (i) : comme exp est 271
périodique, il suffit de montrer le résultat avec = 0. Soit z € C,, alors z # 0, et on a donc
Z
2|
Comme |z| > 0, il existe z € R tel que exp(x) = |z| (Proposition 2.16). Comme Z € U, il existe
t €10,27) tel que exp(ut) = El (Corollaire . On a donc

z =z

z = exp(z) exp(ut) = exp(z + 1t),

ce qui montre que exp est surjective de R+1[0, 2 7) dans C,. Finalement, soit z; = t1 +1y; et 22 = zo+1ts
tels que exp(x; + 1t1) = exp(z1) = exp(z2) = exp(z2 + 1t2), il vient

exp(x1 — z2) = exp(1(te — t1)).
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En particulier,
exp(z1 — x2) = |exp(r1 — x2)| = [exp(e(t2 — t1))| = 1 = exp(0),

ce qui implique puisque exp est une injection de R dans (0,00), 0 = 1 — z2, soit 1 = z2. On a donc
exp(u(t; —t2)) = 1 = exp(20), ce qui implique par Uinjectivité de ¢ € [0,27) — exp(et) € U que t; = to.
D’olt 21 = 25 : on a montré ().

Le point (i7) est alors immédiat, puisque exp(R +0) = 2, \ {0}. O

Définition 2.6 (Argument - Détermination principale). Pour z € C,, on appelle argument de z tout
réel 6 tel que z = |z| exp(20).

On appelle détermination principale de 'argument de z, notée Arg(z), lunique 0 de (—m,n| tel que
z = |z|exp1d.

Notons que si 0 est un argument de z # 0, alors § = Arg(z) modulo 2.
Finalement, on introduit le réel e = exp(1). Pour n € N, un simple calcul donne

e" =exp(l)" =exp(l) x ... xexp(l) =exp(l + ...+ 1) = exp(n).

nfois nfois

Pour z € R, ceci pousse & introduire la notation e* pour noter le complexe exp(z). On a alors, pour zq,
zo complexes,
e*17%2 = exp(z1 + 22) = exp(21) exp(z2) = €' €.

Attention : il faut bien comprendre que la premiere égalité résulte de la définition de e®, la seconde est
une propriété de la fonction exp, et la troisieme de nouveau la défintion de e®. Avec cette notation, on
retrouve notamment le classique

z = |z|eAmeZ) | 5 £,

Finissons cette partie en introduisant quelques autres séries entieres usuelles. On peut tout d’abord
étendre les fonctions cos et sin a tout le plan complexe, par extension des Formules d’Euler : on pose,
pour z € C,
e’lZ _"_ e—'LZ . elZ _ e—'LZ

5 , sin(z) = 5
Pour z =t € R, on retrouve les fonctions réelles cos et sin étudiées précédemment. Attention : on n’a
pas du tout cos(z) = R(exp(12)) et sin(z) = J(exp(22))! Il s’agit par contre bien de deux séries entieres
de rayon de convergence infini, comme somme de deux séries entiéres de rayons de convergence infinis,
que 'on peut expliciter : pour tout z € C,

cos(z) =

[e%e] ZQn . e n 22n+1
o) = S G sty = S

Proposition 2.27. Pour tout z € C, on a cos(z)? +sin(z)? = 1.

Démonstration. On a 1
cos(2)? = 1 (exp(212) + 2 + exp(—212))

et
sin(z)? = _Tl (exp(212) — 2 + exp(—212)) .

Le résultat suit. ]

On définit également les fonctions

e L e ? > Z2n
cosh: ze Cr— 5 :;(Qn)!’
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et

% — e % oo 2’2 n+1
mh:zeCm & ¢ -5 2
sinh : z € 5 Z(Qn—i—l)!
n=0
Pour tout z € C, il vient cos(z) = cosh(zz), sin(z) = 2sinh(2z), cosh(z) = cos(2z) et sinh(z) = —usin(sz).

En particulier,

cosh(z)? — sinh(z)? = cos(12)? — (ssin(22))® = cos(12)? + sin(12)? = 1.

2.4.3 Fonctions analytiques
Définition et propriétés

Définition 2.7 (Fonction développable en série entiere). Soit f : Q — C, et zg € Q. On dit que f
est développable en série entiére au voisinage de zo si il existe une série entiére Y a,z" de rayon de
convergence R > 0, et r € (0, R)] tel que pour tout z € D,(zp), on ait

f(z)= Zak(z — 20)".
k=0

Exercice 2.14. Montrez que pour tout n € N, z +— 2" est analytique dans C.

Les propriétés que nous avons démontrées sur les séries entiéres impliquent directement que si f
est développable en série entiere au voisinage de zg, f est localement C'°°, et localement égale & son
développement de Taylor en zj.

Définition 2.8 (Fonction analytique). On dit que f : Q — C est analytique dans Q si elle est développable
en série entiere au voisinage de chaque point de €.

Exercice 2.15. Montrez que z € C, — % est analytique.

Exercice 2.16. Soit f, g analytique sur Q). Montrez que f g est analytique sur Q.

Proposition 2.28. Toute fonction analytique sur ) est holomorphe sur Q, et méme C*° sur ().

Démonstration. Direct. O

Proposition 2.29. Une série entiere de rayon de convergence strictement positif est analytique sur son
disque de convergence.

Démonstration. Soit Y a,z™ une série entiere de rayon de convergence R > 0, et z9 € Dr(0).
Analyse : un calcul formel va nous mettre sur la voie. Comme clairement

n
Zn = (z — 20 + zo)n = ZCﬁzg_k(z — Zo)k,
k=0

on obtient

i anz" = i <an i CFznF(z — zo)k> = 3 (i anC'ﬁzg’_k> (z — 20)*
n=0 n=k

n=0 k=0 k=0
o0 o0
k k
= E an+kCnyrz0 | (2= 20)"

k=0 \n=0



Reste a justifier que tous les termes sont bien définis.
Syntheése : fixons dans un premier temps k € N, et considérons la série entiere > an+kCS +kzk. Comme

P . . 1 .. . : .
C’rlz-l-k ~n By il vient limy, oo (C’E-"_k)n =1, ce qui implique en particulier
. koL 1
lim sup|an4xChyp|™ = limsup|anr| = —.
n—00 n—00 R

Ainsi, ) an+kC’7’§ . kzk est absolument convergente sur Dg(0), et en particulier elle est bien définie en zg.
On peut donc poser

o0
§ : k
bk = a/nJrkCnJrszL-

n=0

Considérons maintenant la série > bpz*. Pour N € N et p > 0, il vient

N oo
Pk < Z Z |an‘07]§|20‘nikpk

k=0n=~k

N

N
D lbrlet =3
k=0

k=0

N

pr=>"

k=0

o0
E anClézg_k

n==k

oo
k n
§ a’n+kcn+k20

n=0

min(n,N

) ) oo n e’}
=3 aal D Chlzo[FpF <D lanl Y Chlzol 0" = lanl (120 + p)"™
n=0 k=0 n=0 k=0 n=0

On en déduit que la série entiere Y bypz* a un rayon de convergence R, vérifiant R, > R — |z| > 0.
Finalement, pour tout z dans Dg, (0), un calcul similaire donne

o0 o0
Z bpzt = Z an(z0 +2)",
k=0 n=0

d’ont 'on déduit Ry = R — |20 et pour tout z € Dr_.,|(20),

o0 o0
Z anz" = Z br(z — z0)F.
n=0 k=0
Le résultat suit. O

Ainsi, exp est une fonction analytique sur tout le plan complexe, on parle alors de fonction entiére.

Définition 2.9 (Fonction entiere). Une fonction f : C — C est dite entiére si elle est analytique sur C.

Zéros — Prolongement analytique

Proposition 2.30. Soit Q) connexe, et f analytique sur Q2. Les trois propositions suivantes sont équivalentes :
(i) f est nulle sur Q,
(i1) [ est nulle sur un ouwvert w contenu dans (2,
(iii) il existe zg € Q tel que f7(20) = 0 pour tout entier naturel n.

Démonstration. Clairement, (i) = (ii) = (¢i1). Supposons donc (7i¢). On définit
%:{zeQ, f(")(z)z()VnEN}.

J est non vide puisque zg € S, il est fermé par continuité de f et ses dérivées dans 2. Montrons que
A est ouvert : soit z dans S, il existe r > 0 tel que pour tout ¢ € D,.(z), on a

109 |
10= e

k=0

et donc f(¢) = 0 sur D,.(z) puisque f et toutes ses dérivées sont nulles en z. On a donc S ouvert fermé
non vide dans {2 connexe, ce qui implique S = (). O
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Exercice 2.17. Soit A\, zg et a trois complexes. Montrez que I’équation
fI:Afv f(Z()):(l,

admet une unique solution entiére.

Correction

Clairement, f(z) = a exp(A(z — 2p)) est solution. Soit maintenant deux solutions f; et fa, et posons
g = f1 — f2. On a directement g(zy) = 0, et comme ¢’ = f] — f5 = M f1 — f2) = Ag, il vient ¢'(z9) = 0.
Mais en dérivant de nouveau 1’équation, on obtient ¢’ = Ag’ est donc ¢g”(z¢) = 0. Par une récurrence
immédiate, on obtient g(")(zo) = 0 pour tout entier naturel n. Par la proposition précédente, on en
déduit g = 0 sur C, donc f; = fs.

Corollaire 2.9 (Prolongement analytique). Soit f et g analytiques sur Q connexe. On suppose qu’il
existe ( € Q et une suite (2,)nen € QY de points de Q vérifiant

— VneN, z, #(,

— VneN, f(zn) = g(zn)
Alors f = g dans Q.

Démonstration. f — g est analytique dans 2, et donc développable en série entiere sur un disque D, (().
Mais comme f(z,) — g(zn) = 0 pour tout n, et les z, entre dans D,.(¢) pour n assez grand, il vient par
le résultat de ’exercice que f — g est nulle dans D,.({), ce qui implique finalement que f —g =0
dans §2 par la Proposition précédente. O

Ainsi, si f et g sont analytiques dans €2, et coincident sur un ouvert de 2, ou sur une courbe contenue
dans 2 non réduite a un point, alors elles sont égales dans ).

Exercice 2.18 (Principe des zéros isolés). Soit Q connexe, f analytique dans Q0 non nulle, et zy € Q
tel que f(z9) = 0. Montrez qu’il existe un unique m € N, et une unique fonction h analytique dans 2
vérifiant h(zp) # 0 tels que

VzeQ, f(z) =(2—20)" h(2).

L’entier m est appelé ordre de multiplicité du zéro zy.

Exercice 2.19. Euxiste-t-il f analytique sur D1(0) tel que pour tout n > 2,
—F(d) =
1 1 1
* f(ﬁ) :f(2n+1> ~n

Si oui, quelles fonctions vérifient ces propriétés ¢

Exercice 2.20. Soit f et g analytique dans ) connezxe. On suppose que fg = 0 dans 2. Montrez que
f=0oug=0 dans Q.

Exercice 2.21. Soit f une fonction entiére non identiquement nulle. On note
Z ={z€C, f(2) =0}.

Montrez que & est dénombrable.
Indication : on pourra commencer par montrer que pour n > 1, 2 N'D,(0) est fini.

Exercice 2.22. Déterminez les rayons de convergence des séries entieres

n n

Z Qi—o—l’ Z (2 _Zz)n+1 :

Les séries Y % ety % sont-elles des prolongements analytiques l'une de ’autre ?
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Exercice 2.23. On définit
A = {f fonction enticre telle que f"" + f =0 dans C}.

et
L fe A (f0),f(0) eC?

— Montrez que € est un espace vectoriel, contenant cos et sin,
— Montrez que £ est une application linéaire,

— Montrez que £ est surjective,

— Montrez que £ est injective,

— En déduite que 5 = Vect(cos, sin).
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Chapitre 3

Intégration complexe — Formules de
Cauchy

3.1 Intégration des fonctions complexes

Fonctions de R dans C — Chemin — Lacets

Définition 3.1. Soit a,b deux réels, a < b, et v : [a,b] — C. On dit que v est continue sur [a,b] si pour
tout € > 0 et x € [a,b], il existe un n > 0 tel que T dans [a,b] et | — x| < n implique |¥(Z) — ()| < €.
Rajouter continu par morceaus, C', C' par morceaus.

Définition 3.2. Soient a < b deux réels, et g : [a,b] — C continue par morceauz. On définit

/abg(S) ds = /: R(g(s)) ds + Z/ab%(g(s))dg.

Notons que les deux intégrales de droite sont bien définies, comme intégrales de fonctions continues par
morceaux sur [a,b]. Notons également que

R ( / e ds> -/ “Rig(s))ds, ( / e ds> -/ " S(g(s)) ds.

Proposition 3.1 (Inégalité triangulaire). Pour tout g : [a,b] — C continue par morceauz, on a

/ " g(s)ds| < / lg(s)] ds.

Démonstration. C’est direct si on revient aux sommes de Riemann. On peut également procéder comme
dans 'exercice suivant. O

Exercice 3.1. Soit g : [a,b] — C une fonction continue par morceaux. On cherche & montrer l'inégalité

suivante :
b
/ g(s)ds
a

b

< / lg(s)] ds.

b
Notons que l’inégalité est évidente si / g(s)ds = 0. On suppose donc que / g(s)ds #£0.
a

Méthode 1 : ¢
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— Montrez qu’il existe A € C, |\| =1, tel que

/abg<s>ds :A/abg<s>ds.

/ " Nols)ds = / "R (rg(s) ds.

— Montrez que

— En déduire le résultat.
Méthode 2 :
— Montrez que pour tout z1, z3 dans C,
R(z172) < |z1] |zl

— FEn déduire que pour tout z; # 0, on a

R (Q'(zz — z1)> + 21| < |zl

1 b
— On choisit z1 = m/ g(s)ds # 0 et pour s dans [a,b], zo = 22(s) = g(s). Montrez que

/ab " (E(Z?(S)_“O ds = 0.

Exercice 3.2 (Inégalité des accroissements finis). Soit v : [a,b] — C un chemin, v € C*([a,b]). On note

M = sup [y/(t)].
t€la,b|

— FEn déduire le résultat.

Montrez que
[y(b) =~(a)| < M |b—al.

Correction

Posons f :t € [0,1] = y(tb+ (1 —t)a). Clairement, f € C'([a,b]) et il vient pour tout t € [a, b],
fit)=@0b—a)n b+ 1 -t)a) = |f' ()] < M (b -a),

et donc

Iv(b)—v(a)l=|f(1)—f(0)|=‘/0 f'(s)ds S/O [f'(s)lds < M (b—a).

Définition 3.3 (Chemin). Soit a, b deuz réels, a < b. On appelle chemin une application v : [a,b] — C
continue. y(a) est appelé origine du chemin, y(b) extrémité du chemin.

L’image d’un chemin v est Uensemble T' : {y(t), t € [a,b]}. C’est une compact de C.

Quelques exemples : pour « € Cet § €C, vy :t € [0,1] =t + (1 — t) « est le segment d’origine «
et d’extrémités .

Pour zo € Cet r >0, v2 : t € [0,1] = 29 +re?* ™! est le cercle de centre 2z de rayon r. Notons que
pour ce chemin, on a (0) = (1) : on appelle un tel chemin un lacet.
Définition 3.4 (Lacet). On appelle lacet un chemin v : [a,b] — C tel que y(a) = v(b).

Soit v : [a,b] — C un chemin, et o une partition de [a, b], ¢’est-a-dire un ensemble

{th=a<ty<...<ty=hb}.

On note
N-1

Lo(y) = > [y(trer) = v(t)l-

k=1



Exercice 3.3. Soient a, b dans C et y:t € [0,1] — tb+ (1 —1t)a. Soit o une partition de [0,1]. Montrez
que L,(y) = |b—al.

Notons .7, ;) = {o partition de [a, b]}.
Définition 3.5 (Longueur d’un chemin). Soit v : [a,b] — C. On appelle longueur du chemin ~ le réel
L(y)= sup Ls(7).

UG:y[awb]
Si L(y) < 0o, on dit que le chemin + est rectifiable.

Remarque 3.1. ] existe des chemins non rectifiables, donc de longueur infinis | Nous verrons par contre
que tout chemin continus et C' par morceaux est rectifiable.

Soit o1, o9 deux partitions de [a, b]. On dit que o3 est plus fine que o7 si 01 C o2. Par simple inégalité
triangulaire, si o2 est plus fine que o1, on a Ly, (7) < Ly, (7).

En pratique, nous ne considérerons que des chemins continus et C'' par morceaux, c’est-a-dire tels
qu'il existe une subdivision finie ag = a < a; < --+ < a,_1 < a, = b telle que 7 soit Ct[ag, ary1] pour
tout k dans {0,...,n — 1} (en plus d’étre toujours continu sur [a,b]). A partir de maintenant, tous les
chemins que nous considérons sont donc continus et C'' par morceaux.

Définition 3.6 (Chemin équivalent — Chemin opposé). Soit v : [a,b] — C et d : [¢,d] — C. v et ¢
sont dits équivalents (resp. opposés) si il existe ¢ difféomorphisme de [a,b] sur [c,d] croissant (resp.
décroissant) de [c,d] sur [a,b] tel que § =y o p.

Par exemple : 41 : t € [a,b] — v1(1 —t) est opposé & ;. Deux chemins équivalents ont la méme image
parcourue dans le méme sens, deux chemins opposés ont la méme image parcourue en sens contraire.
Attention : les deux chemins v, et 4o : t € [0,1] = 29 + 7™ ! ne sont pas équivalents!

Proposition 3.2. Soit 7 : [a,b] — C un chemin C' par morceaus, alors v est rectifiable et

= [ o= Z/ (1) d.

Démonstration. Supposons tout d’abord v globalement C'. Pour ¢ une partition de [a, b], il vient

N-1 N-1 lkt1 tk+1
= 3 bl =) = | [ / olas= [ welas
k=1 k=1 17tk 28
d’ott
L(v)= sup Ly / 17/ (s)] ds < oc.
Ueya b]

On a donc +y rectifiable.
Fixons € > 0. Comme 7 est continue sur [a, ], elle y est uniformément continue par le théoréme de
Heine, et donc il existe p > 0 tel que pour tout ¢, t dans [a,b], |t — t| < p implique
€

(&) —~'(t)] < 30—a)

Par ailleurs, par définition de la borne sup et de l'intégrale de Riemann, il existe une subdivision
o={to=a <t <...<ty =Db} telle que

w| ™

N—
0 < L(y) — Lo(y fet Ztk+1—tk 4 tk‘_/ V(s
k=0
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On peut toujours supposer que max |tg+1 — tx| < p, quitte & remplacer o par une subdivision plus fine.
On a alors, pour tout k € {0,..., N — 1},

Y(trs1) = v(te) =7 (te) (b1 — )| =

/ " (s) — (k) ds

tr
bt e(thg1 — ty)
< s) —~(ty)| ds < AL KT
< [ )~ ds < LS

d’ou il vient

N—-1 N—-1
= > W@ Errr = )| = | D ((tesn) = vt = 1Y ()| (b — tzc))|
k=0 k=0
N—1 N—-1
< [y(trg1) = ()] = |7 (k)| (g1 — tr) Y(thr1) = (k) — ' (te) (te1 — tr)
=0 k=0

| ™

N-1
(t —ty) .
b—a /;) k1 — i) =3

Pour tout € > 0, on a donc

b
- [T hes)as| <e.
a
ce qui donne le résultat pour les chemins C*.
Enfin, si le chemin « est C! par morceaux, soit A = {ag =a < aj < ... < a, = b} une subdivision
de [a, b] telle que v € C*([ak, ax41]) pour tout k € {0,..., N — 1}. Soit o une subdivision quelconque de
[a, b], alors & = o U A est une subdivision de [a, b] contenant A et plus fine que o, d’olt

Lo(v) < Ls(v) < L(v) = L(v) = sup Lo (7).
aéy[a,b], ACo

11 suffit alors d’appliquer le résultat précédent sur chaque segment [ag, ag+1]. O

Exercice 3.4. Soit 71 : [a,b] — C et v2 : [¢,d] — C deux chemins équivalents ou opposés. Montrez que
L(m) = L(72)-

Correction

Supposons les deux chemins équivalents , il existe alors un difféomorphisme ¢ croissant de [c,d] dans
[a,b] tel que y2 = 71 0 . Nécessairement ¢(c) = a et ¢(d) = b. On a alors

L(2) /m )] dt = /mw B dt = /m DIIe(6)] dt = /m '(b) dt
:/ s (r)] dr = Lim).

Si les chemins sont opposés, comme ¢’ < 0 et nécessairement p(c) = b et p(d) = a, le résultat est le
méme.
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Intégrale le long d’un chemin

Définition 3.7. Soit v : [a,b] — C un chemin C! par morceauz et f continue sur I'. On appelle intégrale
de f le long de ~, le nombre complexe

b
/ﬂﬂwwmuww. (3.1)

L () d=.

Remarque 3.2. Comme v nest pas C* mais seulement C* par morceaur, il faut comprendre (3.1))
comme

On note cette intégrale

> [ e oa,

k=0 @k

expression parfaitement bien définie.

Proposition 3.3. Soit v, : [a,b] — C, 2 : [¢,d] — C deux chemins équivalents ou opposés, et f continue
surT'1(=T5). On a
-a- si7y1 et y2 sont équivalents, alors

-b- si vy et yo sont opposés, alors

Aﬁ@w=—ﬂﬂﬂa

Démonstration. On va juste montrer le point -a-. Soit ¢ le difféomorphisme croissant qui envoie [c, d]
sur [a, b] tel que y2 = 1 0 . Nécessairement, p(c) = a et p(d) = b. Alors

d d d
/ﬂawzffmwmmﬁz/fmw@mmmwwma/ﬂwwmmwmwmﬁ

=/abf(%(7))%(f)d7=/ f(z) dz.

st

O

Proposition 3.4 (Relation de Chasles). Soit 71 : [a,b] — Q et v : [b,¢] — Q deux chemins tels que
v1(b) = 72(b). On définit

. m(t) sit € [a,b]
vit€lodm { Y2(t) sit € [b,c].

Alors pour tout f continue sur T,

/Wf(z)dz/71 f(z)der/72 f(z)dx=.

Démonstration. Laissée en exercice. O

Proposition 3.5. Soit 7 : [a,b] — C un chemin et (fn)nen une suite de fonctions continues sur T' qui
converge uniformément sur I' vers f. Alors

/ fu(z)dz —— | f(2)d=.

n— oo
5
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Démonstration. On a

b
/ (o — D)7 (1)

< [ 10~ D@ H Ol < L6) swplf 1 0.

O

Nous allons maintenant démontrer un résultat qui nous servira dans peu de temps. Soit 7 : [a,b] — C
un chemin, et ¢ une fonction continue sur I'. Pour tout z dans C \ T, on définit

)= [ Hac

qui est bien défini puisque ¢ € I' = ( — z ne s’annule pas, et donc ( —

(40

est continue sur I'. F est

méme continue sur C\ I" par simple application du théoréme de continuité d’une intégrale & parametre.
Il se trouve que F' est bien mieux que cela :

Théoréme 3.1. F est analytique sur C\T' et pour tout z dans C\ T,

F™(z) =n! / (Cf(f))nﬂdg.

Démonstration. Soit zg € C\ T, et 0 < r < R tel que Dr(z9) C C\T. Pour tout z € D,(z9) et ¢ € T,
on a

|z — zo]
<= < 1,
¢ = 2ol
et donc
I 1 _ 1 1 i (z — z0>
(—z (—z20+2z—2 (C—zO)(l—Z%g) C—20 = \C — 20
et donc
S (C)
Z Z — ZO )k—i—l
k=0
Clairement, f,(() = Z(z - zo)k«(pf;k“ converge uniformément vers f(¢) = 2_0(02 D’apres la
— % _
k=0

proposition précédente, on a donc

soit

= 0Oa z—20)F, ap= 7§D(O z
z)sz_o k( 0)" k/(C—zo)kHd'

~

F est donc analytique sur C\ T', pour tout zp € C\T et z € D,(2p)

F(z) =) ax(z = 20)" avec ay = / (C(pig;lcﬂdz’

k=0 v

et en particulier F"(zy) = n!a,. Notons que

L(v)

|ak| < Sup |90|Rk+1a

et donc le rayon de convergence de la série est au moins R. O
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3.2 Formule de Cauchy dans le cas du cercle, et conséquences

Indice d’un point par rapport a un cercle

Proposition 3.6. Soit 20 € C, 7 >0, m € Z, et y:t € [0,1] = zg +re*2™™ ¢, Pour tout z ¢ T, on a
1 / d¢ [ msilz—z| <7
2um J, (=2 | Osilz—zl>r

Démonstration. Ecrivons z — 29 = pe? et supposons p < r. Pour tout ¢ € [0,1], on a

’y(t) = rez?ﬂ'mt _ (Z _ ZO) — Tez27r7nt _peza _ rezQTrmt (1 _ gez(g—Qﬂmt)) ,

d’out 'on déduit
~'(t) 2mam

fy(t) — s 1- 561(9—27rmt)'

Comme p < r,on a

1 - P k 1k(0—27mt)
_ Ppr(0—2mmt = Z (7) € ’
1— Zex( ) —A\r

et comme la série est normalement convergente sur [0, 2 pi], on en déduit

d 1 oo k o0 k 27
7C:27mm/ Z(B) e’k(9_2”7’”)dt:27mm2(£) / ek O=2mmb) g1 — 9y,
v (=2 0 j=o " k=0 7 o

Supposons maintenant r < p. On a alors

'Y(t) _ oy — pet2mmt _peza _ _pezG <1 _ T61(27Tmt0)> ,
p

d’ou 'on déduit

’Vl(t) r (27T mt—0) 1 - r w v (k+1)(27mmt—6)
——— =2mim —e ﬁ:2wzm§ - e .
V() — 2 p 1= Zer2mm —\p
Le résultat s’obtient alors comme précédemment. O

d
Remarque 3.3. Le coté surprenant de ce résultat est que la valeur de / <7< dépend de vy, et de z
—z
¥

seulement par la position de z par rapport a I'. Nous verrons plus tard que cela s’étend a un lacet
quelconque.

Formule de Cauchy (I) On va maintenant travailler avec des fonctions mieux qu’holomorphe, précisément
C'... mais on va rapidement voir que cela ne change rien !

Lemme 3.1. Soit 20 € C, R > 0 et zy € Dr(20). Soit f continue sur Dr(z0), f € C*(Dr(20) \ {20})-
Pour 0 <r < R, on note

Yt €10,1] = 2o +re* 2™t

[yr f(z)dz=0.

Alors
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Démonstration. Notons

G:TG(O,R)H/ f(z)d=
™
On voit que
G(r)27rz/Olrelzﬂf(zoJrre’z”t)dtQWZ/Olh(rezzm)dt,
avec h(z) = z f(z + zp). On note que
€ (0,R) — h(re*®™t)

est continue, puisque f est continue sur Dg(zp), et dérivable sauf éventuellement en r = |zg|, puisque
f € H(Dgr(z0) \ {20}), et pour tout r # |z|, on a

0

1271'1‘, _oa2wt ! 127t
5‘7’h( )=e h(re'=m").

On en déduit (par dérivation sous l'intégrale) que pour tout r # |z, on a
1
G’(r)=27rz/ ez27rthl( 127t dt / zQTrt)dt:O’
0
donc G est constante sur (0, R). Comme de plus
—2772/ h(re?™! dt—>0

le résultat suit. O

Théoréme 3.2 (Formule de Cauchy). Soit 29, R > 0 et f € CY(Dr(20)). Pour tout r € (0, R), on note

Yt €[0,1] = 2z +re" 27

16 =g [ £ ac

2am ), (—z

Pour tout z € D,(zp), on a

Démonstration. Notons

FZCE'DR(Z())I—)

Lﬁ(z) si ¢ # z, f'(z) sinon.

¢ —
F est continue sur Dr(zp), et F' € H(Dgr(20) \ {#}). On déduit du lemme précédent que

/%F(g)dg:o.

Mais comme |z — zp| < 7, on déduit de la Proposition que

(=)
%C_

Le résultat suit. O

d¢ =27 f(2).

Une premiere conséquence a la fois immédiate et étonnante de cette formule est la proposition sui-
vante :
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Proposition 3.7. Soit f € C1(Q). Alors f est analytique sur S, et pour tout zy € et r > 0 tel que
D, (z0) C Q, et pour tout n € N, on a

ﬂWwa>/—i@fa,

2w ), (¢ —2)ntt

ol

Yt €[0,27] > 29 + et 2TE

Démonstration. Soit zy dans €, et R > 0 tel que Dr(z) C Q. Soit r € (0, R), la formule de Cauchy
locale donne que pour tout z € D,.(zp),

_ 1 f(Q)
f(z)_Qwr[wC—de’

avec v 1 t € [0,1] = 2o + 7 e*2™ L. Le Théoréme [3.1| donne alors le résultat. O

On vient donc de montrer qu’une fonction C' de la variable complexe... est automatiquement C> !
Il est bien évident que cette propriété est complétement fausse en analyse réelle.

Exercice 3.5. Soit y:s € [0,1] — 2e2™*5. Montrez que pour tout t € R, on a

1 ezt

Yy

Principe du maximum Soit f une fonction continue sur 2. On dit que f vérifie la propriété de la
moyenne dans 2 si pour tout zg dans Q et r > 0 tel que D,.(z9) C §2, on a

1
fo) = [ fatre™
0
Proposition 3.8. Soit f continue dans Q vérifiant la propriété de la moyenne. St |f| admet un maximum
en zg € ), alors f est constante dans un voisinage de zg.

Démonstration. Soit R > 0 tel que Dg(zp), et r € (0, R). Si f(z0) = 0 le résultat est évident. On suppose
donc que f(zp) # 0 et on définit
f(2)

f(20)

qui est continue, vérifie la propriété de la moyenne, et par construction |F(z)| < |F(z9)] = 1 pour tout
z de 2. Comme on a

F(z) =

1
1= / F(z +7re?™)dt,
0
en prenant la partie réelle de ’égalité on obtient
1 1
1= / R(F(z0+7e?™Y))dt & / (1= R(F(z0 + 7“612”))) dt = 0.
0 0

Mais comme pour tout z € Q, R(F(z)) < |F(z)| < 1, on a nécéssairement
1=R(F(z0 +7e?™), ¥t €[0,1]

ce qui implique immédiatement que S(F (29 +re*?™%)) = 0, Vt € [0,1]. Comme cela est vrai pour tout
r dans (0, R), le résultat suit. O
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Théoréme 3.3 (Principe du maximum — 1). Soit f € CY(Q). Alors f posséde la propriété de la moyenne.
Si de plus 2 est connexe, et |f| posséde un mazimum dans Q, alors f est constante dans Q.

Démonstration. Le premier point n’est qu'un changement de variable dans la formule de Cauchy locale.
Pour le second, si |f| possede un maximum local en zy € Q, alors f est constante localement autour de
zp. Mais comme f vérifie le principe du prolongement analytique, f est alors constante dans €. O

Corollaire 3.1 (Principe du maximum — 2). Soit  ouvert connexe tel que Q2 soit borné, et f € C°(Q)N
CH(Q). Alors
max | f(z)] = max [f(z)

2€Q z€00

Démonstration. C’est le résultat de 'exercice O

Exercice 3.6. Soit Q ouvert conneze tel que Q soit borné, et f € C°(Q) N CL(Q). Montrez que

max | f(z)| = max [f(z)].

zeQ 2€0Q

Indication : si max |f(z)| = |f(z0)| avec zo € Q, alors...
zEQ
Exercice 3.7 (Lemme de Schwarz). Soit f € C1(D1(0)), vérifiant f(0) = 0 et |f(2)] < 1 pour tout z
dans D1(0). Montrez que pour tout z dans D1(0), |f(2)| < |z|, et que |f(0)] < 1.
Montrez de plus que si il existe z € D1(0), z # 0, tel que |f(2)| = ||, alors il existe a € C, |a| =1 tel
que f(z) =az.
Que se passe-t-il si |f'(0)] =17

Correction
Définissons
f(z)

z

siz #0,
g:2€D(0) —

1/(0) sinon.

Clairement, g € C''(D;(0)). De plus, comme f est analytique sur D; (0), il existe 7 > 0 tel que sur D,.(0),

on a
> £(k) > (k)
k=0 k=2

Ainsi, sur D,(0), on a

" 0 (k) 1
g9(z) = f'(0) + ZfT(O) +z Z fT(O)zk_Q =g(0) + sz(O) + ze(2),
k=3 ’

Ainsi, pour tout p € (0,1), g € C1(D,(0)) N CY(D,.(0)), et donc d’apres le principe du maximum,
pour tout z € D,.(0),

ce qui montre que g € C*(D,(0)). Donc g € C1(D1(0)).
0,1

1
l9(2)] < max [g(2)| = max|g(z)| = —max [f(z)] <
2€D,.(0) |z|=r T |z|=r

S|

On obtient alors le résultat en faisant tendre r vers 1.

Exercice 3.8 (Phragmén-Lindelof). Pour o dans [07 %[, on pose

R {z:rew, r>0,0€—aal}.
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1 - Dessinez S,.
Soit F € H(S,) N CY(F), vérifiant de plus

o |F(2)] <1 pour tout z=re'® et z=re **, r >0,

e il existe ¢ > 0 tel que pour tout z dans ., |F(2)] < cecl?l.

Loobjectif de Uexercice est de montrer qu’alors |F(z)| < 1 pour tout z dans 7.
Pour e >0 et z dans .7, on pose h(z) = F(z)e™* =

2 - Montrez que h(z) € H(.Zy) N C°(F,).
3 - Montrez que pour tout z € C, z = |z|e™, on a

‘6—6 z2| — e € \2\2(cos(w)2fsin(w)2) )
4 - En déduire que pour tout z € S,
|h(2)| < cef \z\76|z|2(cos(a)27sin(o¢)2).

5 - En déduire qu’il existe R > 0 tel que pour tout z € %, vérifiant |2| > R, on a |h(2)| < 3.
6 - Par un raisonnement similaire, montrez que pour r > 0, on a

[h(re'*)| <1 et |h (re_m)‘ <1.

7 - En appliquant le principe du mazimum a h sur %, N{z € C, |z| < R}, montrez que |h(z)] <1
pour tout z dans .%,.
8 - En déduire que |F(z)| <1 pour tout z dans .

Corollaire 3.2 (Théoreme de d’Alembert). Un polynéme non constant posséde au moins une racine
compleze.

Démonstration. Soit P non constant. Supposons que P ne s’annule pas sur C. Alors la fonction

1
f:zeCHW

est C'! sur C. De plus, comme |P(z)] — oo, on a | f(z)| ——— 0, et donc | f(z)| admet un maximum

|z] =00 |z| =00
sur C. Le principe du maximum implique que f est constante sur C, et donc P aussi. Contradiction. [

Q

En combinant le Théoreme de d’Alembert avec 'exercice [2.18] il est facile de montrez que tout
polynéme P de C[X] se factorise sous la forme

P(z) =co(z —20)™ ... (2 — 2p)"7,

oluco € C, p<m, {z,...,2,} sont les racines de P et deg(P) = mg + ...+ m,.

3.3 Primitives

Définitions et résultats

Définition 3.8. Soit f : Q — C. On dit que f admet une primitive globalement sur Q si il existe
F e H(Q) tel que F' = f dans .

On dit que f admet une primitive localement sur € si pour tout zy € €2, il existe r > 0 et F,, €
H(Dy(20)) tel que F, = f dans D,(z0).
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On a déja vu qu’une série entiere admet toujours une primitive sur son disque de convergence. On en
déduit que les fonctions de C*(£2) admettent toujours une primitive localement, puisqu’on a vu qu’elles
étaient analytiques.

Proposition 3.9. Soit Q) conneze, f continue sur Q, et Fy, Fy deux primitives globales de f sur €.
Alors il existe ¢ € C tel que Fy = F» + ¢ dans 2.

Démonstration. C’est une conséquence directe de I’exercice puisque dans Q, (F} — F») = f— f =
0. O

Proposition 3.10. Soit f € C°(Q2) et admettant une primitive globale sur ), notée F. Pour tout chemin
v:a, b — Q, on a

t/ﬂ@wszw»—nwwy

En particulier, pour tout lacet v contenu dans 2,

/ f(z)dz=0.
Démonstration. 1l existe F € H(Q) tel que F’ = f, donc
b b
[1@ra:= [ Fa®»@d= [ 5 E60) d=Fao) - Fo)

O

Remarque 3.4. Comme dans le cas réel, la valeur de l'intégrale d’une fonction admettant une primitive
ne dépend pas du choir de la primitive.

Exercice 3.9. Montrez que z € C, — % n’admet pas de primitive sur C,.

Proposition 3.11. Soit Q connexe. Alors f continue sur 0 admet une primitive sur Q si et seulement
si pour tout lacet 7 : [a,b] — C, on a
/ f(z)dz=0.
~

Démonstration. 1l s’agit de prouver la partie seulement si de la propriété. Soit z,, z dans 2. Comme {2
est ouvert et connexe, il est connexe par arc, on peut alors montrer qu’il existe un chemin ~ : [a, b] — Q
C! par morceaux tel que v(a) = z, et v(b) = 2. Soit un second chemin ¥ ayant la méme propriété. Soit
¢ un difféo : [b,c] — [a,b] (b < ¢) décroissant et 5 = d o @, et enfin

y(t)sit<b

:tela { 4(t) sinon .

0 est un lacet, donc

0:/ef(z)dz:Lf(z)dz+/§f(z)dz:/Wf(z)dz+/af(z)dz:/Wf(z)dz—éf(z)dz.

On en déduit que pour tout chemin ~, la quantité

[{f(z) dz
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ne dépend que de 'origine et de I'extrémité de 7y, et pas du chemin les joignant. On définit donc, pour

Z(17 Zh danS Q,
d d )

ou 7 est un chemin quelconque d’origine z, et d’extrémité z;,.
On fixe maintenant zg € €2, et on définit la fonction

F:zeQH/zf(g)d(g).

Nous allons montrer que G est une primitive globale de f. Soit z € Q et r > 0 tel que D,.(z) € Q. Soit h
tel que |z 4+ h| < r. En faisant un cycle contenu dans ) et contenant zj et le segment [z, z + h], on voit
facilement que

F(z+h) - F(z) = /5 F(0) dc,

oud:tel0,1]—t(z+h)+ (1—-1t)z dou

F(z+h) - F(z) - hf(z) = / (F(O) — F(2)) dC.

)

Comme f est continue en z, pour tout € > 0, il existe nn > 0 tel que | — z| < n implique | f({) — f(z)| < e.
Donc si on choisit |h| < min(r,n), on a

|[F(z+h) = F(z) = h f(2)] < [he,
ce qui termine la preuve. O

Corollaire 3.3. Soit Q2 ouvert quelconque de C, et f continue sur Q) t.q. pour tout lacet v contenu dans
Q

[ s@rac=o.
2l
Alors f est analytique dans ) (et donc holomorphe dans ).

Démonstration. Soit zg € , et r > 0 t.q. D, (29) C Q. Comme D,.(2) est connexe et par hypothése
[ s =o
.

pour tout v contenu dans D,(zp), d’aprés la Proposition précédente, f admet une primitive F dans
D,(z0). Comme f est continue sur D,(z), F appartient & C*(D,(z)), et est donc analytique dans
D, (20). Le résultat suit. O

Définition 3.9. On appelle lacet triangulaire tout lacet v défini sur [a,b], injectif sur [a,b], tel qu’il
existe z1, zo et z3 tels que I' = Image(y) soit le bord du triangle T de sommets z1, zo et z3.

Dans le cas d’un ouvert € étoilé (et donc nécessairement connexe, puisque connexe par arc), on peut
se contenter de lacets triangulaires pour obtenir le méme résultat :

Proposition 3.12. Soit Q un ouvert étoilé, et f continue dans Q. Alors f admet une primitive globa-
lement dans Q) si et seulement si pour tout lacet triangulaire v contenu dans 2, on a

L £(Q)d¢ =0,
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Démonstration. Une nouvelle fois, il suffit de démontrer la partie seulement si de la proposition. Notons
que si v lacet triangulaire est contenu dans 2, alors le triangle T de frontiere I' est lui-méme contenu
dans Q. Soit zg € Q tel que Q soit étoilé par rapport a zg. Alors pour tout z € €2, le segment [z, 2] est
par définition contenu dans €2. On note donc

Y. t€[0,1] = tz+ (1 —1) 20,

et
F:zEQ»—)/ f(¢) d¢.

z

Soit z € Q, il existe r > 0 tel que D,.(z) C 2. Soit h tel que |h| < 7, alors z + h est dans €, et il en est de
méme du segment [zg, z + h] et [z, z + h]. On peut donc considére un lacet triangulaire v, contenu dans
Q, reliant zg, z + h et z (dans cet ordre). Par hypothese, on a

L F(Q)d¢ =0,

ce qui donne facilement

F(z+h) - F(z) = / (0 dc,

gl
avec y:t € [0,1] —t(z+h)+ (1 —1t)z,, dou

F(z+h) - F(z) - h f(2) = / (F(0) — f(2)) dc.

5

Comme f est continue, pour tout ¢ > 0, il existe n > 0 tel que |¢ — z| < n implique |f({) — f(2)| < e.
Donc si on choisit |h| < min(r,n), on a

|F(z+h) = F(z) = h f(2)] <hle,

ce qui termine la preuve. O

Exercice 3.10. Soit Q) un ouvert étoilé, v un chemin triangulaire contenu dans ), et T le triangle de
frontiére T'. Montrez que T C €.

Il se trouve que pour les fonctions holomorphes, on a toujours cette propriété d’intégrale nulle le long
des lacets triangulaires :

Théoréme 3.4 (Théoreme de Goursat). Soit Q non vide et f € H(Q). Pour tout lacet triangulaire
de Q délimitant un triangle T contenu dans €,

L Q) d¢ =0,

Pour démontrer ce Théoreme, nous allons avoir besoin d’un petit résultat de géométrie, assez évident
dans ce qu’il dit, mais pas forcément si direct que cela & démontrer. Nous consacrons la section suivante
a prouver ce résultat, les lecteurs intéressés peuvent y consacrer du temps, les autres peuvent passer
directement a la section suivant.

Notons le corollaire immédiat de ce Théoreme :

Corollaire 3.4. Soit Q un ouvert étoilé de C. Alors toute fonction holomorphe sur £ admet une primitive
sur €.
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Un peu de géométrie Pour n € N, on considere une suite de triangles T}, = (21,0, 22,n, #3,n); OU 21 n,
22 €t 23, sont les sommets du triangle T3, que I'on considere ferméH7 construite de la maniere suivante :
pour T, donné, on définit

22.n + Z3,n Z1,n + Z3.n _ Z1,n + 22.n

min = , Man = yM3n =

2 2

Puis on définit quatre triangles

Al,n = (Zl,nymZ,nam?),n)y AZ,n = (z2,n7ml,n7m37n)7 A3,n = (Z37n7m1,n7m2,n)7
A4,71 = (ml,nu ma n, mS,n)' (32)
Enfin, T,1; est égal a I'un de ces quatres triangles, n’importe lequel, avec la convention suivante :
si Tn+1 = Al,ny on pose 21n4+1 = 21,n; 22,n+1 = M3n, 23n+1 — M2n. Si Tn+1 = Agm, on pose
24l = M3 p, 2241 = 220, 23041 = Migp. S Tnp1 = Az p, 0N POSE 21 pp1 = M2 p, 22041 = Min,
23 n41 = 23, Enfin, si Ty = Ay py, 00 POSE 21 ny1 = M3 n, 22in+1 = Min, 23041 = M2 -

Lemme 3.2. Pour toutn € N, on a

L(OT,) = <;) ' L(Ty).

Démonstration. Pour T,, donné, supposons que l'on ait T),41 = Ay ,,, alors

L(0T41) = |#1,n4+1 — 22,n+1] + 22,041 — 23 nt1] + 23,041 — 21,n41]
= |Z1,n - m37n| + |m3,n - m?,n‘ + |m2,n - Zl,nl
Z1,n + 22,

2

Z1,n + 22.n Z1,n + Z3.n

2 2

Z1,n + Z3.n

2

= |Z1,n —

+ -

— Z1,n

1 1 1 1
= §|Zl,n - Z2,n| + §|Z2,n - Z3,n‘ + 5‘23,71 - Zl,n' = iL(éTn) (33)

Les trois autres choix pour T, se traitent de maniere identique, et le résultat est alors une récurrence
immédiate. O

Lemme 3.3. [l existe zo, € C tel que

lim 2z, = lim 20, = lim 23, = Zu.
n—oo n—oo n—oo

De plus, pour tout n € N, zo, € T}, et
1 n
_ _ _ <[z
7n 9 ’ -
Izl Z<x>|7|22n Zoo|7lz3n Zool (2> L(aTO)

Démonstration. Soit n € N. Soit 21 p41 = 21,5 €t donc |21 11 — 21,n| = 0. S0it 21 541 = M3y, et donc

1 1 1 n+1
tmin = 21l = gz = 21l < gLOT) < (3) DOTH).

Soit 21 pt1 = Mg, et de la méme manitre |21 41 — 21,0] < (%)H—H L(0Tp). On a donc, pour tout
p>q=0,
p—1 p—1 p—1 1 k+1 1\¢
|21,p — 21,4] = kzzl,kﬂ — 21k < kZ |21, k41 — 21k] < kZ (2) L(0Ty) < <2> L(0Ty),
=q =q =q

1. autrement dit, on considére que la frontiére du triangle fait partie du triangle
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ce qui montre que la suite z1 ,, est de Cauchy, et donc qu’elle converge vers z; o € C. En faisant p — oo,
on obtient alors

1 q
|Zl,oo - zl,q| < (2> L(aTo)

De méme, on obtient que 23, converge vers zs o et 23, verts z3 oo. Mais comme

-+ |Z3,n — Zl,n| = L((’?Tn) S (;) L(aTo) —_— O,

n—0o0

‘Zl,n —22n + |22,n — Z3n

on a nécessairement 21 . = 22,00 = 23,00, C€ qUi nous donne z,,. Enfin, comme par construction, pour
tout n € N et p > n, 21, appartient a T, qui est compact, on obtient directement que 2o, € 7T, pour
tout n. O

Lemme 3.4. On a n
1
max |z — zeo| < <2) L(0Tp).

z€T,

Démonstration. Notons tout d’abord que I'on devrait a priori regarder le

Sup |z — 2zeol,
z€T,

mais comme la fonction z — |z — 24| est continue sur C et T, est compact, le sup est bien un max.
Notons également que pour tout z de T},, la demi-droite [z, 2) coupe 9T, en un point Z, de telle sorte
que le segment [z, Z] contient z, et donc |z — 2| < |20 — Z|. On a donc

Max |Zeo — 2| = mMax |z — 2|.
z€T, 2€0Ty

Finalement, comme pour tout z € [z, 22|, il existe un unique ¢ € [0,1] tel que z =tz + (1 —¢)2z2, on a

max |2—200|? = max |tz +(1—t)20—200|? = max t?|z; — 20> +2¢ R ((zl — 22)(22 — zoo)>+|227200\2,
z€|[z1,22) te[0,1] te[0,1]

et comme g :t € [0,1] — t2|27 — 20]? + 2t R ((21 — 29)(22 — zoo)) + |22 — 200|? est un polynéme réel de
degré deux vérifiant lim; 4 g(t) = 00, on a

max (1) = max(9(0), (1)) = max(|21 — 2o, |22 — 2),

d’ou I'on déduit directement

z%lgi}“i |Z - Zoo| = maX("Zl - Zoo|a |Z2 - Zoo|7 |Z3 - Zoo|)

Le résultat est alors une conséquence du lemme précédent. O

Exercice 3.11. Montrer que pour tout z € Ty, il existe une suite de triangle T, construite comme
ci-dessus telle que

lim max|Zz — z| = 0.
n—o0 z2€T),
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Preuve du Théoréme de Goursat Nous pouvons maintenant démontrer le Théoréme [3.4]

Preuve du Théoréme[37] Soit donc © un ouvert non vide, f € H(£2) et o un lacet triangulaire, que 'on
suppose orienté dans le sens trigonométrique (le sens horaire se traite pareil, mutatis mutandis). On note
Tp le triangle image de 7p, que 'on divise en quatre triangles Aq o, Ag g, Az et Ay tels que définis
par 7 et auxquels on associe quatres lacets triangulaire v; o, ¥2,0, 73,0 €t 74,0 orientés aussi dans le
sens trigonométrique.

11 est facile de voir (mais pas forcément de démontrer rigoureusement) que par construction

f(§)d¢ = f(€)d¢ + FQdC+ [ F(QdC+ [ F(Q)dc,

Yo 71,0 2,0 3,0 V4,0

ce qui implique en particulier qu’il existe un des lacets triangulaires v; o := 7, correspondant au triangle

A; =T tel que
/f(C)dC’~
.

En recommencant le processus dans T3, on voit que 'on construit une suite de triangles T,, telle que
décrite au chapitre précédent, auxquels correspondent des lacets triangulaires -, , tels que pour tout

n €N, .
roa > (3)

D’apres le Lemme [3.4] il existe zo, € T) tel que

1
a¢| > -
19 <]_4

/7 £(©) d<‘ . (3.4)

’Y”L
lim max |z — ze0| = 0.
n—o00 z€T),
Comme f est holomorphe en z., pour tout € > 0, il existe n > 0 tel que pour tout z € D, (), on a
|f(2) - f(zoo) - f/(zoo)(z - Zoo)l < E|Z - ZOO|

De plus, comme z — 1 et z — (2 — 2 ) admettent dans 2 des primitives, & savoir respectivement z — z
et 2+ (2 — 2o0)?, on déduit de la Proposition que

FQdC=| (F(O) = fz00) = ['(200)(C = 20)) dC.

Tn Tn
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Enfin, par le lemme pour n assez grand on a 0T, C Dy(2s). On en déduit que pour n assez grand

A ) dc‘ -

[ 6@ = 1) = /o) (¢ = ) dc‘ <

/ F(O) = Flz00) — F/(z0)(C — 200)] dC

<e sup |Z — Zoo |L(6Tn)v
2€0T,

ce qui donne en appliquant les Lemmes et

F0dd| < (3) Liomye 55)

Tn

Ainsi, (3.4) et (3.5) donne

/7 £(©) dc‘ < L(OTy)?e,

et ceci pour tout € > 0, ce qui donne le résultat. O

Les fonctions holomorphes sont analytiques!
Théoréme 3.5. Soit f € H(Q). Alors f est analytique dans Q.

Démonstration. Soit zy € Q, et r > 0 tel que Dy (29) C Q. Comme D, (zg) est étoilé et f € H(D,(2p)), le
Théoréme de Goursat, et plus précisément son Corollaire [3.4] implique que f admet une primitive ¥ dans
D, (z0). Comme F’ = f € C°(D,(20)), on a F € C*(D,(z9)), et donc F est analytique dans D,(z)... et
¢’est donc aussi le cas de f = F’, ce qui termine la preuve. O

Nous venons donc de montrer que les fonctions holomorphes sont analytiques. Comme nous
savions déja que les fonctions analytiques sont holomorphes, il vient

’f € H(Q?) & f analytique dans Q‘

Ainsi, pour une fonction de la variable complexe, étre dérivable (sans hypothese de régularité sur la
dérivée) implique étre C°. Etonnant, non ?

Notons que l'on peut maintenant modifier 'ensemble des énoncés des résultats du Chapitre [3.2] en
remplacant I’hypothése C' par holomorphe, les résultats restant vrais. Ainsi, les fonctions holomorphes
vérifient le principe du prolongement analytique et le principe du maximum.

Pour rappel, voici un résumé des étapes menant a ce résultat.

1. f analytique = f holomorphe,

2. fest C' = f analytique,

3. f holomorphe = f admet une primitive localement F = F est C' = f est la dérivée d’une
fonction analytique.

Rajouter remarque sur les fonctions harmoniques
Logarithme complexe
Proposition 3.13. Louvert O = C\ R_ est étoilé.
Démonstration. Soit z € O. Soit F(z) # 0, et alors pour tout t € [0,1], zz =t + (1 — t)z € O, puisque
S(z) =S+ (1—t)2) =(1—6)S(2) #0sit #1,

et z3 =1 € O. Soit F(z) = 0, ce qui implique R(z) = z > 0, et donc pour tout ¢ € [0,1], z; = t+(1—t)z €
O puisque
S(zt) =0et R(z) =t+ (1 —t)z > 0.

On en déduit immédiatement que O est étoilé par rapport a 1. O

49



Conséquence immédiate de cette proposition : la fonction z € O — % admet une primitive sur O,

puisqu’elle y est holomorphe. On note L 'unique fonction holomorphe sur O telle que
, 1
L'(z) = — et L(1) =0.
z

Proposition 3.14. Pour tout x € (0,00), L(z) = In(z), ot In : x € (0,400) — In(z) € R est l'unique
primitive de x € (0,+00) = =1 s’annulant en 0. Autrement dit, L est le prolongement analytique de In
sur O.

Démonstration. Soit x > 0et y:t€[0,1] —tz+ (1 —t) € O. Alors

/dz / Tl g (1 + t(x - 1))} = In(e).

1+txfl

Exercice 3.12. Montrez qu’il n’existe pas d’ouvert Q C C, vérifiant O C Q tel que In admette un
prolongement analytique sur §2.

Exercice 3.13. Montrez que pour tout z € O, z = |z|e*? avec 6 €] — 7, 7|, on a
L(z) = In(]z]) + 6.

En déduire que L est une bijection de O dans R +1] — 7, w[. A-t-on L(z129) = L(z1) + L(22) pour tout
z1, 29 dans O ?

Exercice 3.14. Montrez que pour tout z € D1(0),

L(1+2) i k+1z

k=1

Exercice 3.15. Montrez que pour tout z € O, z=x +1y, on a

1
L(z) = = In(2? + y?) + 27 arctan S —
2 z+ /2?2 +y?

Exercice 3.16. On note
E:zeR+1]—ma[—e* €.

Comme E est la restriction de exp & un ouwvert de C, on a« E € H(R + 1] — m,w[) et pour tout z €
R+1]—m, [, E'(z) = exp(2). De plus, il n’est pas difficile de voir que E est une bijection de R+1]—m, 7|
dans O.

Montrez que pour tout z € R+1] — 7,7, on a

et pour tout z € O,

Correction
Pour la premiere égalité, on peut noter que pour tout z dans R+ 1] — 7, 7|, on a
1

exp(z) !

(Lo EY(2) = E'()L/(E(2)) = exp(2)

9

50



et donc L(E(z)) = z + ¢ comme R + 1] — 7, 7| est connexe. Comme par ailleurs L(E(0)) = L(1) =0, le
résultat suit.
La seconde égalité peut s’obtenir en remarquant que si on note
E(L(2))

Firze0 25
z

F e H(O) et F' =0 dans O, ou bien en utilisant le résultat de I'exercice

Fonctions puissances — A faire.

3.4 Indice — Formule de Cauchy, cas étoilé

Indice d’un lacet par rapport a un point

Définition 3.10 (Indice). Soit v un lacet, T’ I’image de v et zy € C\ T'. On appelle indice du point zq
par rapport au lacet v le nombre complexe I, (zo) défini par

! d¢
A(zO)—m/ﬂZO.

Il est clair que la fonction I, est continue sur C \ I' (continuité d’une intégrale dépendant d’un
parametre). Par ailleurs, dans le cas particulier ot v : ¢t € [0,1] + Z + Re'2™7 ¢ avec z € C, R > 0 et

m € Z,, on a déja obtenu
_f msi|z—2| <R
L(20) = { 0si |z — 20| > R.

Cette propriété étonnante (valeur constante et entiere de l'indice) est en fait un résultat général.

Exercice 3.17. Soit Q connexe et f : Q — C continue telle qu’il existe o € C tel que pour tout z € €,
f(2) € aZ. Montrez que [ est constante sur ).

Proposition 3.15. La fonction I, est constante sur chaque composante connezxe de C\ T, et d valeurs
entieres.

Démonstration. On suppose que v est défini sur [a,b], et on pose

f:te[a,b]»%exp(/atry(z;(s)zods>.

Comme ‘0

/ o Y

f(t)_f(t)’y(t)—,?@’
on a ,
< f ) Sz -
v = 20 (v = #0)?
Donc la fonction 1)
tela,b]— T — eC,

est constante, et en particulier

f(a) /()




ce qui implique, puisque v(a) = v(b), que

Donc il existe m € Z tel que

b /
/ ﬂds: 2em.
a 7(8) — 20

Comme I, (2p) est de plus continue sur chaque composante connexe de C\ T', le résultat suit. O

Lemme 3.5. Soit v : [a,b] — C un lacet, T' = v([a,b]). C\ T a une unique composante connexe non
bornée 3, et pour tout z € 3, I,(z) = 0.

Démonstration. Comme ~ est continu, on peut définir

M = max |y(t)].
t€la,b]

En particulier, {z € C, |z| > M + 1} est connexe et vérifie
{z€C, |z2|>M+1}NT =0.

Soit J; et 3o deux composantes connexes non bornées de C \ T'. Alors il existe z; € J; et 25 € Ty tels

que |z1] > M + 1 et |z3| > M + 2, donc z; et z5 appartiennent & {z € C, |z| > M + 1}, donc J; = Ds.
Enfin, comme I, est constante sur 3 qui est non borné, il suffit de faire tendre |z| vers l'infini pour

obtenir I, = 0 sur 3. 0O

Exercice 3.18. Soit r : [0,1] — (0,00) continue telle que r(0) = r(1), et w: [0,1] — [—1,1] continue et
surjective telle que w(0) = —1, w(1) =1 et pour tout t dans (0,1), w(t) € (—1,1). On définit le chemin

yitel0,1] = r(t)e ™,

— Faire un dessin.
— Calculez I,(z) pour tout z ¢ T'. (Indication : pensez au logarithme complexe)

En pratique, pour obtenir la valeur de I'indice, on procede comme suit : on choisit un point zy dans
une composante connexe de C\ T', on trace une demi-droite quelconque partant de ce point. A chaque
intersection de cette demi-droite avec I', on ajoute un a 'indice si I' est a cet endroit est parcouru dans
le sens trigonométrique par rapport a zg, on soustrait un si I' est parcouru dans le sens horaire, on ajoute
deux si I' est parcouru deux fois dans le sens trigonométrique, etc, etc, en partant bien sur de zéro. Le
résultat est I'indice du point par rapport a -, et donc la valeur de l'indice dans la composante connexe
de C\ T contenant zy.

Quelques exemples (on suppose ici que le lacet est parcouru une unique fois) :
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Exercice 3.19. Pour a > 0 et b > 0, on pose définit v : t € [0,27] — a cos(t) + b sin(t). Calculer
dt

dz 2w
/y - En déduire la valeur de /0 % cos(t)? + % sin(1)?

Formule de Cauchy (II)

Proposition 3.16. Soit Q un ouvert non-vide et zg € 2. Soit f continue sur Q et holomorphe sur
Q\ {z0}. Alors pour tout lacet triangulaire v inclu dans Q, tel que le triangle T de frontiére T soit
contenu dans 2, on a

L £(Q)d¢ = 0.

Démonstration. Soit v un lacet triangulaire de 2, que I’on suppose orienté dans le sens trigonométrique,
et T le triangle correspondant. Si zp ¢ T, le résultat est une conséquence du Théoréme Le seul cas
d’intérét est donc zg € T.

Considérons tout d’abord le cas ou zy est un sommet de T. On découpe le triangle T comme ci-
dessous :
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Dans cette construction, le triangle T, est supposé isocele, les deux cotés issus de zy étant de longueur
€ > 0. On note 7., 71 et 2 les lacets triangulaires correspondant aux triangles T,, T; et Tb.
Par construction, on a

L fQyas = [ 0 dc+ L O+ | foa

72

=

Comme zg n’appartient ni a 77, ni a T, on a

£(0)de = / H(Q) ¢ =0,

71

L £() d¢ = /7 LS

M= max |[f(2)],
2€Dy(20)

et donc

Soit n > 0 tel que D, (z9) C Q, et

qui est bien défini puisque f est continu sur 2. Pour ¢ assez petit, on a T, C D, (29), et donc

1O < MLOT) — 30,

Ve

ce qui donne donc le résultat quand zy est un sommet de T'. Si zy appartient a un coté de T' sans étre
un sommet, on se ramene au cas précédent par la constructions ci-dessous.

2o
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Enfin, si zg est situé a l'intérieur de T', on se rameéne au cas précédent par la construction ci-dessous.
Le résultat suit...

Corollaire 3.5. Soit 2o dans Q et f € CO(Q) N H(Q\ {20}). Alors f € H(Q).

Démonstration. Soit n > 0 tel que D, (z) C Q. Comme D, (zp) est étoilé, tout lacet triangulaire y contenu
dans D, (z) délimitant un triangle T" vérifie T C D, (20). Comme f € C°(D,(20)) N H(Dy(20) \ {20}),
on a d’apres la Proposition précédente

L £(Q)d¢ =0,

pour tout lacet triangulaire v contenu dans D, (z). D’apres la Proposition / admet une primitive
dans D, (zp), elle y est donc holomorphe. O

Proposition 3.17 (Formule de Cauchy (IT)). Soit Q un ouvert de C, et f une fonction holomorphe sur
Q. Soit Q C Q étoilé. Pour tout lacet v contenu dans §2, pour tout z € Q\T', on a

feLe =5 [ X

Démonstration. Pour z dans Q\ T, on définit

1O~ 1)
Ficem ] o, SCF2

f'(2) sinon.

Par construction, F' est continue dans Q, et holomorphe dans € \ {z}. D’apres le Corollaire 3.5} elle est
donc holomorphe dans €2 qui est étoilé, donc elle y admet une primitive d’apres le Corollaire On en
déduit

0= [r@ac= [HOLE ac= [ T ac— g [ 2 = [ SO ac— se2emro)

Exercice 3.20 (Lemme de Jordan). Soit R > 0, et f définie sur {z € C,(z) >0, |z| > R}, telle que
lim.| o f(2) = 0. Pour p > R, on note 7, : t € [0,7] — pe'*. Montrez que

p—r00

lim / f(z)e**dz = 0.
Yo
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3o
-

Indication : on pourra utiliser (aprés lavoir montré) que pour tout t € [O, g], sin(t) >
Application : pour p > 1, calculer

P 12 1z
/ Ldz+/ RN
_pz2+1 - 2241
P

/OO x sin(x) dre T

2 +1 e

puis en déduire

Exercice 3.21. Par une méthode similaire a celle de l’exercice précédent, calculer

/°° cos(x)
o B2 F 1

3.5 Primitives et formule de Cauchy, cas général

Proposition 3.18 (Formule de Cauchy (III)). Soit Q un ouvert et f holomorphe dans Q. Soit v un
lacet contenu dans Q) tel que pour tout z ¢ Q, L,(z) = 0. Alors pour tout z € Q\T', on a

fone = [

Proposition 3.19 (Existence de primitive). Si Q est simplement conneze, et f est holomorphe dans 2,
alors f admet une primitive dans Q.

La notion de simple connexité n’est pas simple a définir : en gros, elle signifie que 'ouvert est sans
trou. Il faut savoir qu’un ouvert simplement connexe est connexe par définition, que les ouverts étoilés
sont simplement connexes, et qu’un ouvert connexe et borné est simplement connexe si et seulement si
son complémentaire est connexe.
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Chapitre 4

Singularités — Résidus

4.1 Singularités — Poles

Pour zy € C et 7 > 0, on note Dr(zo) le disque épointé de rayon r centré en zy, c’est-a-dire

DT(Z(]) = DT(Z(]) \ {20} .

Définition 4.1 (Singularité isolée). Soit f : Q + C. 2o € C est une singularité isolée de f si il eviste
r >0 tel que f soit définie et holomorphe sur D,(zp).

Exercice 4.1. Soit zy une singularitée isolée de f : Q1+ C. Montrez que zg € €.
Exercice 4.2. Soit Q) conneze, f € H(QY), f non nulle. Soit Z ’ensemble des zéros de f, et

g:zEH(Q)\f»}”H%Z).

Soit zg € Z. Montrez que zy est une singularité isolée de g.

Cette définition peut semble un peu étrange, puisque si f est holomorphe sur €2, alors tout z de €
est une singularité isolée de f, quand bien méme elle est analytique sur €2. Il va donc nous falloir faire la
différence entre de ”vraies” singularités, et de fausses ”singularités”.

Définition 4.2 (Types de singularités). Soit f € Q et zo une singularité isolée de f. On dit que
— zg est une singularité fictive de f si

(z—20)f(z) —— 0.

Z—20

— 2z est un péle de [ si ce n’est pas une singularité fictive de f et il existe m € N, tel que

(z—20)" M f(2) —— 0.

Z—r20

Dans ce cas, l’entier

™Mo = min {m €N, (z—20)""f(z) — O} ,

zZ—20

est appelé ordre du pole de f en zg.
— 2o est une singularité essentielle de f si ce n’est ni une singularité fictive, ni un péle de f.
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Avec cette définition, il est clair que si f est holomorphe dans €, alors tous les points de €2 sont des
singularités fictives de €2, ce qui est rassurant. Notons également que si zg est un pole d’ordre m, alors
nécessairement m > 1.

Proposition 4.1. Soit f définie sur ), zg une singularité isolée de f, et r > 0 tel que f soit holomorphe
sur ﬁr(zo). Les quatres propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) zo est une singularité fictive de f,

(ii) f se prolonge en une fonction holomorphe sur Dy(zo),

(iti) f admet une limite finie en 2o,

(iv) f est bornée dans un voisinage de z.

Démonstration. Clairement, (i7) = (iii) = (iv) = (). Il s’agit donc juste de montrer que () implique

Supposons donc (), et définissons

hiz€D,(z0) { (0 f(2) i 2 # 2

Par construction, h est continue sur D,.(zg) et holomorphe sur D,(20). Nous savons donc (Corollaire [3.5)
que h est holomorphe sur D,.(z2p). On a de plus

h(z) = lim (2 — 20)? f(2) =0, A'(0) = lim hz) = lim (2 — z0) f(2) = 0.

Zrz0 Zr=rzo B — zZ0 zZrz0

En développant h en série entiere au voisinage de z, il vient
o0 o0
h(z) = an(z—20)" = (2= 20)" > anta(z — 20)".
n=2 n=0

On en déduit que dans un voisinage de zg,

f(z) = Z an+2(z — 20)",
n=0

qui est bien une fonction holomorphe sur ce voisinage. Le résultat suit. O

Proposition 4.2. Soit f définie sur (), zo une singularité isolée de f, et r > 0 tel que f soit holomorphe
sur Dy(20). Soit m € N, m > 1. zy est un péle d’ordre m si et seulement si il existe h holomorphe sur

D, (z0) vérifiant h(0) # 0 telle que
h(z)

Vz € DT(ZO)’ f(Z) = W

Démonstration. La partie seulement si du corollaire est immédiate. Considérons donc la partie seulement
si, et définissons

- _ m+1 :

h:z€D.(z) — { (2 = 20) f(z) 527 2

0 sinon.

Par construction, h € C°(D,(z0)) N H (D, (z0)), donc h € H(D,(z)), et comme de plus h(0) = 0, il existe
k>0et h € H(D,(z)) vérifiant h(0) # 0 tel que
h(z) = (z — 20)* 1 h(2).

Supposons k > 1, on aurait alors pour tout z € ’Dr(zo),

(2 = 20) T h(z) = (2 = 20)" " f(2) = (2 = 20)" f(2) = (2 = 20)"h(2) —= 0,

Z—Z20
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en contradiction avec le fait que m est I'ordre du pole zp. Donc k = 0, d’ou l'on déduit directement pour
tout z € D, (2),

La preuve est achevée. O

Corollaire 4.1. Soit f définie sur Q présentant un péle en zy. Alors

lim |f(2)| = 0.

Z—20

Corollaire 4.2. Soit f définie sur Q, et zy une singularité isolée de f. Si|f| n’admet pas de limite (finie
ou infinie) en zo, alors zg est une singularité essentielle de f.

Exercice 4.3. Soient

i 1
%, f3:Z€C*I—>SiH().
z

z

fiizeC, o 26

,fg:ze(C*»—)

z
Quelle est la nature de la singularité isolée O pour ces trois fonctions ?

Exercice 4.4. Soit P, Q deux polynémes de C[X], Q # 0 et zg un zéro de Q). Montrez que zy est une
singularité isolée de la fraction rationnelle R = g. Quelle est la nature de cette singularité ?

Exercice 4.5. On reprend les notations de lexercice [{.9. Montrez que zo est un péle de g.

4.2 Fonctions méromorphes — Théorémes des résidus (I)

Fonctions méromorphes

Définition 4.3 (Fonctions méromorphes). Soit Q un ouvert de C. On dit que f est méromorphe sur Q
si tout point de §2 est une singularité isolée de f qui est soit une singularité fictive, soit un pole de f.

Notons que par définition, une fonction holomorphe sur 2 est méromorphe sur €2. On a par ailleurs
vu dans les exercices de la section précédente que si f est holomorphe sur €2, alors } est méromorphe

sur Q.

Exercice 4.6. Soit f et g méromorphes sur Q). Montrez que f + g, f g sont méromorphes sur Q. Que
peut-on dire sur l’ensemble des pdles de f+ g ¢ De fg?

Correction
Soit z € Q. 1l existe r; > 0 tel que f soit holomorphe sur brl (2), et r2 > 0 tel que g soit holomorphe sur
T)w (z). Soit 7 = min(ry,72), on a f+ g et f g holomorphe sur Dr(z) : tout point de €2 est une singularité
isolée de f+get fg.
Toujours pour le méme z : comme z est soit une singularité fictive, soit un pole de f, il existe m € N
tel que
lim (¢ — )™ £(C) = 0.

(—z

De méme, il existe n € N tel que
lim (¢ — 2)"*g(¢) = 0.

(—z
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Notons M = max(m,n) et N =m + n + 1, il vient directement que
lim (¢ =2)"* (£(O) +9(0)) =0, Hm (¢ —2)""1() 9(¢) = 0.

Donc f + g et f g sont méromorphes dans €.

1

Quelques exemples de fonctions méromorphes sur C : Vn € Z, z — z" ou z + sin(z) 2", z — T3
z

z > exp(z).
Par contre z — exp (%) et z — L(z) ne sont pas méromorphes sur C.

Proposition 4.3. Soit f méromorphe sur Q. Alors il existe un ensemble discret & contenu dans S tel
que

— feHQ\2),

— tout p élément de P est un pole de f.

Notons que P'ensemble & est éventuellement vide, et dans ce cas f est holomorphe sur €. Cette
proposition est une conséquence des deux Lemmes suivants :

Lemme 4.1. Soit Q un ouwvert de C. Il existe une suite (K,)nen de compacts de C tels que K, C

Kn+1 CQet
U K. =2
neN

Démonstration. 11 suffit de prendre

K, =D,(0) N {x € Q, dist(z,00) > ni : } .

O

Lemme 4.2. Soit f méromorphe dans Q0 et K un compact contenu dans Q). Alors f a un nombre fini
de poles dans K.

Démonstration. Par définition, tout z de K est une singularité isolée de f, donc il existe r, > 0 tel que
f soit holomorphe sur D, (z). Clairement,

K c | D.(2),
zeK
et donc comme K est compact, il existe zg, ..., 2y tel que

M

K c |JDr. (z1).
k=0

Donc pour tout 2z € K, il existe k € {0,..., M} tel que 2z € D, (2), et si 2 # 2, 2 € ’D”k (zr) et
donc f est dérivable en z. f est donc dérivable sur \ {z,...,zp}. Il suffit maintenant d’éliminer de
{z0,...,20m} les points éventuels qui sont des singularités fictives de f, et on obtient le résultat. O

Résidus Soit f méromorphe sur €2, et & 'ensemble de ses poles dans €. On suppose & non vide. Soit
p € P un pole de f, dordre m > 1, et ¥ = F\ {p}.

Proposition 4.4. Il existe une unique fonction g méromorphe sur €, admettant 2P comme ensemble de
pole, et un unique m-uplet {a_1,...,a_m}, tels que pour tout z dans Q\ 2,

=g(z miafk .
)=o) + 3

De plus, pour tout p € P, m est Uordre du pole p pour f si et seulement si m est 'ordre du péle p pour
g.
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Démonstration. Comme p est un péle de f d’ordre m, on a déja vu qu’il existe » > 0 et h holomorphe
dans D, (p) vérifiant h(p) # 0 tels que pour tout z dans D, (p),

h(z)

f(Z)ZW-

Comme h est holomorphe dans D,.(p), elle y est analytique, et donc il existe p > 0 et une unique suite
de complexe (b, )nen € CN avec by # 0 tels que pour tout z dans D, (p),

h(z) = bi(z —p)",
k=0

d’oti il vient que pour tout z dans ’Dp(p),

bO bmfl = k
f)= ———+...+ +me+k(«2*p). (4.1)
(z—p)m z-p =
La fonction . .
Viek (z—p)™ z—p
est holomorphe, donc
b(] bmfl .
g:ZEQ\@r—) f(Z)—W-I-...—i—Z_pmz;ép,
by, sinon,

est holomorphe dans Q \ £ et comme par on a pour tout z € D,(z),

9(2) = Y bmir(z = p)* —— b,
k=0

Z— 20

g est continue dans Q \ 2. La fonction ¢ est donc holomorphe dans €2\ 2. On a obtenu lexistence de
la décomposition. Comme pour tout p € £, z € Q\ L, et tout ¢ € N,

2 — I () = g(2)) = (2 — p)9H! b bin—1
(=) — o) = - (2o 250) o,

les poles de f dans 2 sont les poles de g, et ils sont du méme ordre.

L’unicité de la décomposition se montre de maniere classique : supposons que nous ayons gi, g2
méromorphe dans et holomorphe dans Q\ £, et (a_1,...,a_m), (b_1,...,b_p,) tels que pour tout z
dans Q\ £, on ait

F6) =00+ 30 o —m(a)+ Y

k=1 k=1

On a alors pour tout z dans '\ &

m—1
m b_k — a_f
(4 —bom) = (= D) <92(Z> 9@+ X T ) 0,
et donc a_,;, = b_,,. On continue de proche en proche pour obtenir le résultat. O
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Définition 4.4 (Partie singuliere — Résidu). Soit f méromorphe dans ), p un péle d’ordre m de f. On
appelle partie singuliére de f en p, notée Sy, lunique fonction

Sf,p:ZGC\{p}HZ(Za_;k)k
k=1

définie dans la Proposition [{.4}
1
On appelle résidu de f en p, noté Res(f,p), le complexe a_1, coefficient de
z

dans la partie
singuliere de f en p.

Le résidu d’une fonction méromorphe en un pole va jouer un réle tres important dans la suite, il est
donc primordial de savoir le calculer rapidement. On a la formule suivante :

Proposition 4.5. Soit f méromorphe sur ), et p un péle d’ordre m de f. Alors

m—1

Res(f.p) = — lim (= — D)™ £(2))..

(m —1)! z2=p dzm—1

Démonstration. On écrit a
-1

f(Z):ﬂ++(Z:7;)m+g(2),

et donc on a

(z=p)"f(2)=(z=p)" a1+ (z—p)" Pa_a+ ...+ a_m + (2 — p)"g(2),

en dérivant m — 1 fois, il vient

dmfl . - o
g1 (2= P)"(2) = a- _1'+Z 1dk [(z=p)" g M (2)
=a_1(m—-+(z-p Z )!(Z—p)m_k_lg(m_l_k)(z),
Le résultat suit. -

Dans le cas d’un pdle d’ordre 1, c’est relativement simple, comme le montre ’exercice suivant.

Exercice 4.7 (IMPORTANT). Soit f holomorphe sur Q, non nulle, g = 1 et p un péle d’ordre 1 de g.

!
Montrez que
1
Res(g,p) = o)
Soit f1, fo holomorphe sur 2, fi et fo non nulles, g = %, et p un pole d’ordre 1 de g. Montrez que
fi(p)
Res(g,p
P =y

Exercice 4.8 (BEAUCOUP MOINS IMPORTANT). Soit f holomorphe sur 2, non nulle, g = % etp
un pole d’ordre 2 de g. Montrez que

/" (p)

feslg. ) = =18 a7
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Correction
On note que f(z) = (z — p)?h(z) avec h(p) # 0 et h holomorphe dans un voisinage de p. En particulier

F'(2) = 2(z = p)h(2) + (2 = p)* ' (2),

et donc

d {(Z —p)2] _2z-p)f(x) = (z—p)*f'(2) _ N(2) I (p)
dz | f(z) f(z)? h(z)? ==»  h(p)*

Si on développe h en série entiere au voisinage de p, soit

h(z)=> b (z—p),
k=0
on a h(p) = by et h'(p) = by. Mais
f(z) = (z=p)°h(z) =Y bi(z — p)F*?
k=0
et donc by = r (p) t by f( () Ay final
_ M) b _ _f"(p) 36 1" (p)
R0n) = her =B 2 GOr | T uem)?

Exercice 4.9. Calculez les résidus de en toutes les racines de z* + 1.

24 +1

Théoréme des résidus

Proposition 4.6. Soit f méromorphe dans Q, P l’ensemble des péles de f, et w un ouvert borné tel
que w C Q. Alors la fonction

Rifw: 2w\ (ZNw)— f(z Z Sz

pEZNw
est bien définie, et se prolonge en une fonction holomorphe dans w.

Démonstration. Notons que I'ensemble &2 Nw est fini, ce qui est une conséquence directe du Lemme
puisque w est compact. Ainsi %y ., est bien définie.

Par ailleurs, %, est clairement holomorphe sur w\ (£ Nw). Finalement, pour p € & Nw, on a d'un
cOté en reprenant les notations de la Proposition f— p = g dérivable en p, et d'un autre coté
pour tout p € ¥ Nw, p # p, 5 est dérivable en p. Le résultat suit. O

Lemme 4.3. Soit p € C et m € N,. Pour {a_1,...,a_,} m complexes quelconques, on définit

3

7eC\} =) ;i

k=1

Soit v un lacet tel que p ¢ T'. Alors

/S(C) d¢ =2vma_11,(p).
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Démonstration. Notons tout d’abord que pour tout k € {2,...,m}, la fonction

a—g
zeC\{p}t—» ———
(= =p)F
admet pour primitive globale sur C\ {p} la fonction
-1 a_g
z€C\ {p}— F—1(z—pk 1
et donc
a_g
Lk _ge—o.
/ (€—p)*
D’ou

AS<<>d<=/“1d<+2/ dC = 21ma L (p).

O

Théoréme 4.1 (Théoreme des résidus). Soit Q un ouvert simplement connexe, f méromorphe dans §,
Z ’ensemble des péles de f. Soit v un lacet contenu dans Q tel que et T'N P = ). Alors

AR )6 = 3 Resf.) o)

Démonstration. Soit w un ouvert borné simplement connexe vérifiant I' C w C @ C Q. Soit p € &
vérifiant p ¢ w. Alors p est nécessairement dans la composante connexe non bornée de C\ T, et donc
I,(p) = 0, ce qui montre que I'on a I’égalité

> Res(f,p)I,(p) = > Res(f,p) L(p).

peP PEPNw

Comme de plus & Nw est un ensemble fini puisque @ est compact (Lemme , la somme est bien
définie.

On considere maintenant la fonction %y, telle que définie dans la Proposition Comme elle est
holomorphe dans w simplement connexe, elle admet une primitive dans w (Proposition , et donc

/ By.(O) dC =0,
i

ce qui nous donne immédiatement

/7 £ d¢ = A > 0] d= X [ A

pPEPNwW pePNwY

Le résultat est alors une conséquence immédiate des définition de la partie de f, % ,, et du résidu de f

en p, Res(f,p), (voir Définition , et du Lemme O

Remarque 4.1. Un lecteur attentif notera que l’on n’a pas besoin de ’hypothése ) simplement conneze,
qui peut étre remplacée par l’hypothése plus faible : il existe w simplement connexe borné vérifiant

yCwCwC .

sin(z) oo o £0
Exercice 4.10. Soitsinc:z € R — T ’
1 sinon.
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a. Montrez que sinc € L*(R).

o0
On peut donc définir la transformée de Fourier de sinc : f: £ € R / sinc(z) e ¢ da.
—00

b. Montrez que f est paire.
On suppose € > 0, et on définit f : z € C, — %e*”g.
¢. Montrez que f peut-étre étendue en une fonction holomorphe sur C tout entier, que nous noterons
toujours f.
d. Pour A >0, on note y4 : t € [-1,1] — At. Montrez que

f©) = lim [ f(z)dz.

A—o0 ~a

Pour A > 1, on définit

2(A-1)t+A-2 sit<-—
:}’/Atg[*lal]}_} exp(z(t_%) ﬂ—) Slte [_%7%}7
2(A—1)t+2—-A sit>

vy it €0, 7] — exp(at) et y_ : t € [0, 7] — exp(—2t).
e. Représentez sur un méme dessin y4, YA, 7+ et y—.
f. Montrez que

LAﬂddm:L ﬂ@dﬁ:;{é @WWZ—Odd%_LA®®F%j+OddZ

g. En choisissant astucieusement des lacets d’intégration, calculez

lim / 76)(1)(@(1 —8)z) dz et lim —exp(—z(l +8)2) dz.
3

A—o0 z A—o0 z

Fa

h. En déduire f(f) pour tout .

Application : calcul d’intégrale

Fractions rationnelles

Soit R une fraction rationnelle intégrable sur R, et &2 '’ensemble (fini) de ses poles. On cherche &
calculer

o0
1:/ R(t) dt.
—0o0
Fixons » > 0. On définit les deux chemins
yit€[-L1] = tr, yo:t€ 0,7 re,
et le lacet -, union des deux chemins, que I'on peut paramatrer comme suit :

| (2t4+1) sit e[-1,0]
yite[-1,1] { M%(mﬁ) sitel0,1].

Comme la fraction rationnelle R a un nombre fini de poles, pour 7 assez grand elle n’en a pas sur I'.
Notons &, = {p € &, |p| < r,3(p) > 0}. Par le théoréme des résidus, on a donc

/R(C) d¢ =27 Z Res(R, p). (4.2)

PEP;
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On a bien évidemment

klR@m<—[;R@mc+[;R@mc

/%R(C)dc—/1IR(tr)rdt_/:R(t)dt—> OOR(t)dt,

T—00 oo

D’une part,

Si d’autre part
/ R(¢)d¢ = R(re™)retdt ——=0,
Y2

0 r—00

il vient, en passant & la limite r — oo dans (4.2)

/OOR(t)dt:2m > Res(R,p).

PEZ,J(p)>0

2

Exemple : considérons R(t) = 0% qui est intégrable sur R. Pour tout » > 1 et ¢ € [0, 7], on a
2 2
r r
R ot — <
Rl e")| = sz < =
il vient
3
/ R(C) dg‘ <m 6 — 07
o re — 7—00
et donc

/Oo R(t)dt =217 Z Res(r, p),

e PEP 4

ou l'on a noté &, l'ensemble des poles de R de partie imaginaire strictement positive. Notons

avec py les poles de R, tous d’ordre 1, donnés par

5 s = 5H2R) ke {0,...,5}.

Pk =€

[E]

Parmi ces poéles, seuls pg, p1 et ps ont une partie réelle strictement positive, d’ou

o 42 < i pi 3 >
——dt=217 + + .
/,oo 1+16 P'(po) ~ P'(p1) ~ P'(p2)

En se rappelant que par définition, p¢ = —1, on obtient sans peine

o _lpg Py e

P'(py) 6p3 6 6

et de la méme maniere

d’ou au final
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Exercice 4.11. Montrez que

/OO dt 27w
Lo L6 37

Exercice 4.12. Montrez que pour tout n > 2,

/°° dt 0
0 1—|—t"_nsin(%)'

Indication : prendre pour lacet d’intégration 'union des chemins

y1:t€[0,1] =7t yo:t€[0,1] > re?nt gzt [0,1] (1 —t)e?'n.

Exercice 4.13. On considére une fraction rationnelle R = g vérifiant deg(P) + 2 < deg(Q), et P, Q
non nuls premiers entre eux. On suppose que @Q ne s’annule pas sur R, et on note aq, ...,an les racines
de Q de parties imaginaires strictement positives. Montrez que

OO@ = 21T - €S a
/_OO =2 kZ:OR (R, ax).

z(xz+l) 7 /°° 1 37
oo (@2 H1)F 8

Application : montrez que /_OO m =5

Fraction rationnelle de cos et Sin‘

On considére une fraction rationnelle de deux variables R(x,y) sans pole sur le cercle unité, et
Pintégrale

= /O R(cos(t), sin(t)) dt.

Comme on a
ezt + e—zt 6175 _ e—zt

cos(t) = 5 , sin(t) = 5 ,
?

on peut réecrire 'intégrale

27 it —it it —at 27 21t 1 2% —1 1
I:/ Rt ¢ ¢ ﬁ:/ r(E_*1c¢ setdt,
0 2 2 0 2ett et et

soit encore, en posant

yite[0,27] e,

qui vérifie évidemment ~'(t) = 1e*?,

- ) s (5 ) - [

1 2241 221
tz— —R
Jiz z ( 2z 2zz>

avec

qui par définition est une fraction rationnelle, et donc une fonction méromorphe sur C. Dans ce cas, si
on note ¥p, () 'ensemble des poles de f situés sur le disque unité, on a par le Théoreme des résidus

I=27 Z Res(f,p).

PEPD, (0)
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Exemple : on considere 'intégrale

27
o p+sin(t)

ou p est un parametre réel vérifiant |p| > 1. On a donc

27 27 ot
dt dt d
I=/ — 71t=2/ ie o =2/7<2 .
0o p+ 5L 0o 2ipert et —1 y2ipC+¢2—1

21

OnaP(z)=21p(+C?—1=(2—21)(2—2_), 2+ :z<—pi \/p2—1).Sip> 1, 0n a zy € D1(0) et
z_ & D1(0), et donc

dam 297 27

1
I=41mRes| —=,24 | = = = .
(p=)-pi s~ v

Sip < —1, alors z_ € D1(0) et z1 ¢ D1(0), et donc

dam 29w 27

1
I'=41mRes| —,2- | = = = .
o) = i e VA1

1

Exercice 4.14. Calculez/ ——dt
o 1+sin(t)?

Correction
On a )
w _ —at —21t
1+sin(t)? =1+ <62f) =~ (" =6 4 1),
Il vient

o T g2t d

| =2 argmert =2 [ oot

o 1+sin(t)? o et —6et +1 y 22 =624+1
avec v : t € [0,7] — €?*". On a

2 —6z24+1=(2—21)(2—2), 21=3—-2V2, z=3+2V2

Le théoreme des résidus donne

1 / dz  Res 1 B 1 _ 1
2im ), 26241 o\ —6241"") T 226 1v2
D’ou au final . it J )
z ™
S VY . — P )=
/0 1+ sin(f)? ZLZ2—6z+1 29 wr)( 4\/§> V2

Exercice 4.15. Montrez que
27
/ cos(3t) g
o D —4cos(t) 12

27
1
E ice 4.16. Mont dt = .
xXercice onirez que /0 3_9 COS(t) T sin(t) ™
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Correction

On a
ezt_’_efzt efzt 9
3—2cos(t) +sin(t) =3 —e't —e 't 4+ 5 =3 (6re"" + (1 —22)e*"" — (1+21)).
? ?
Ainsi
1 21¢"t

3 — 2 cos(t) + sin(¢) T Gre't + (1 —22)e2t — (1+24)°
On pose alors v : t € [0,27] = et et P(z) = (1 —212) 22 + 622 — (1 + 22). Il vient

/02“ 3-2 cos?f) Fsin(t) QL Pd(Zz)'

On a .
) 1
P(z) = (2 —2z1) (2 — 22), 21—22_1, 22—21_1
Comme on a 1
z|l=—4=<1, |z :\/5>1,
|21] 7 |22
et
P'(z1) =2(1 —21)21 + 612 = 44,
il vient

dz 1 1 T
—— =217mRes | = =T = —.
AP(Z) 1mRes (P’Zl> “TP’(zl) 5

4.3 Séries de Laurent — Théoreme des résidus (II)

A faire peut-étre un jour...
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