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Mesure et Probabilités Feuille d’exercices n° 1

Rappels de théorie de la mesure et de l'intégration —
Fonction de répartition

(Une étoile * désignera une question de difficulté supérieure.)

Exercice 1. Si B est une g-algébre sur un ensemble F et si f : X — E est une application,
démontrer que f~!(B) est une o-algebre sur X.

Exercice 2. Soit f : R — R une fonction continue telle que f = 0 presque partout (pour la
mesure de Lebesgue sur R); démontrer que f(z) = 0 pour tout = € R.

Exercice 3*. (Ensemble et mesure de Cantor). Poser Ey = [0,1]. Enlever le tiers central
(ouvert) de Ey pour obtenir £y = I} UI?. Répéter la méme opération pour I} et I? pour obtenir
Ey =1} UI?U I3 UI}, et ainsi de suite. Décrire graphiquement Ey, E;, Es.

a) Démontrer que chaque E,, n € N, est compact. En déduire que C' = [ _y En est non-vide

neN
et compact (I’ensemble C' est appelé [’ensemble de Cantor).

b) Montrer que A(C') = 0 (ot A est la mesure de Lebesgue restreinte a [0, 1]).

c) Démontrer que C ne contient aucun intervalle ouvert (et donc que l'intérieur de C' est vide).
d) Montrer que C' comprend les sommes de toutes les séries z = Zj‘;l 3 ou z; € {0,2}.
En déduire que C n’est pas dénombrable, en fait a la méme cardinalité que [0, 1] (pourtant
AC) =0#1=A([0,1])).

e) Poser, pour tout n € N, et tout = € [0,1], F,(z) = (2)"A([0,z] N E,,). Représenter Fy, Fi,
F. Démontrer que, pour tout = € [0,1] et n > 1, |F,(z) — F_1(x)| < 3. En déduire que la
fonction F(z) = lim, . F,,(z), x € [0, 1], existe, est croissante et continue.

f) Soit pp la mesure de Stieltjes sur [0, 1] associée a la fonction croissante F'; la mesure pp
comporte-t-elle une partie atomique ? Est-elle absolument continue par rapport a la mesure de

Lebesgue A7 Lui est-elle étrangeére ?

Exercice 4. Soient les fonctions u(z) = IL{%WZI}(x) et v(x) = Lgnp,(z), € R; discuter
de la véracité des assertions suivantes :
(i) La fonction u est continue partout sauf sur un ensemble dénombrable de points. Comme ce
dernier est de mesure de Lebesgue nulle, u est presque partout continue, et donc intégrable au
sens de Riemann.
(ii) La fonction v est continue partout sauf sur I'ensemble Q N [0, 1]. Comme ce dernier est
de mesure de Lebesgue nulle, v est presque partout continue, et donc intégrable au sens de
Riemann.
(iii) Les fonctions u et v sont intégrables au sens de Lebesgue et [, udA = [, vdA = 0.



(iv) La fonction v n’est pas intégrable au sens de Riemann.

Exercice 5. Soit f une fonction intégrable sur un espace mesuré (X, A, ). Montrer que
pour tout € > 0, il existe 6 > 0 tel que si A € A vérifie u(A) <0, alors [, |fldu < e.

Exercice 6. Soit f, = n—lg, L1, n > 1; existe-t-il une fonction intégrable g (pour la mesure
de Lebesgue sur [1,00]) telle que f,, < g, n > 1?7 Meéme question pour f, = —— Ly ], n > 2.

nlnn

Exercice 7. (Inégalité de Hélder). Dans cet exercice, || - ||, désigne la norme L?, 1 < p < o0,
sur un espace mesuré (X, A, u).
a) Rappeler I’énoncé de I'inégalité de Jensen, et en déduire I'inégalité de Holder.
b) Démontrer quesi1 <r <p<s<ooet 713 = g—i- 1%9 avec 0 € [0, 1], alors pour toute fonction
mesurable f : X — R,

1AL, < IAICIAIE.

c) Si fi,..., fa sont des fonctions mesurables positives sur X, et ¢1,...,¢, > 0,14+ -+¢, = 1,

/Xffl"'fﬁnd/ié (/){fldll)q“' </and,u)cn.

Exercice 8*. On se propose de démontrer I'inégalité dite entropique : sur un espace de
probabilité (X, A, u), si f,g: X — R sont des applications mesurables avec f > 0, fX fdu=1,

et fg intégrable, alors
/fgdu §/flnfdu+1n(/egdu>.
X X X

(Indication : utiliser l'inégalité de Jensen pour la mesure de probabilité dv = fdu.)

montrer que

Exercice 9. Soit p une mesure de probabilité sur [0,1]. On note m = f[ xdp, v =

0,1]
f[o,l](x —m)?dp, a = f[o,u ?dp —m? et b = (3 —m)? + f[071}$(1 — x)dp. Exprimer v et b
en fonction de a. En déduire que a < i et que a = }1 pour une unique mesure g que 1’on

déterminera.

Exercice 10. Soit p une mesure de probabilité sur un espace mesurable (X, .A), et soit
f X — R de carré intégrable pour p. Démontrer que

Vo, (1) = [ fan ([ fdu>2 =5 | | 1@ = rPdutorints).

Exercice 11. Si i et v sont deux mesures de probabilité sur un ensemble fini ou dénombrable
X (muni de la tribu des parties P(X)), on définit leur distance en variation totale dyv(p,v) =

supcx |[#(A) —v(A)|. Vérifier que dry est une distance sur 'espace des mesures de probabilité
sur (X,P(X)). Démontrer que

= 53" lutdah) — wfa)]

zeX

drv(p,v) = %Sup’/xfdu—/xfdv



ou le supremum dans Iexpression du milieu porte sur toutes les fonctions f : X — [—1,+1].
(Indication : considérer f =14, — Lae 0w A, = {x € X;u({z}) > v({z})}.)

Exercice 12. Le théoréme de Fubini s’applique-t-il & la fonction

22 — g2

@+ 2R (z,y) € [0,1]

fz,y) =
(par rapport & la mesure de Lebesgue sur [0,1]%)?
Exercice 13. Calculer [, (2% 4 y*)d\(x,y) ou D = {z,y > 0; i—z + Z—j <1} (a,b>0).

Exercice 14. (Fonction gamma). Soit I'(p) = f}o,oo[ P~ te *d\(z), p > 0, la fonction gamma
d’Euler. Démontrer que I' est continue, indéfiniment dérivable, et calculer sa dérivée n-iéme.
Montrer que 'on a I'(p + 1) = pI['(p) pour tout p > 0, et en déduire 'expression de I'(n + 1)
lorsque n € N.

Exercice 15. Soit F : R — R la fonction définie par F(t) = 0sit < 0, F(t) = 1 si
0<t<1, F(t)=%si1<t<2et F(t)=1si2<t. Représenter F.
a) Montrer que F est la fonction de répartition d’une unique mesure de probabilité P sur R.
b) Calculer P({3}), P({1}), P(I3. 3]).

¢) Décomposer P en la somme d’une mesure atomique et d'une mesure a densité.

Exercice 16*. (Fonction quantile ou inverse généralisée). Soit X une variable aléatoire
réelle. Démontrer que la fonction de répartition F'x de la loi de X est croissante, continue &
droite, et vérifie limy_,, o, Fx(t) = 1 et limy_,_, Fx(t) = 0.

Soit F': R — [0, 1] une fonction croissante, continue a droite telle que lim; ;o F(t) =1 et
lim; ., F(t) = 0. On se propose de montrer qu'’il existe une loi sur R dont F est la fonction
de répartition.

a) On définit la fonction inverse généralisée F(~Y) de F' par la formule

FY(y) = inf {z eR; F(z) >y}

Montrer que pour y €0, 1[, F(=Y(y) est bien définie (i.e. la borne inférieure existe dans R).
b) Montrer que pour y €]0,1[, F"Y(y) <t si et seulement si y < F(¢).

c¢) Soit U une variable aléatoire de loi uniforme sur ]0,1[. Montrer que la variable aléatoire
FEY(U) a pour fonction de répartition F.

Exercice 17. (Polynémes de Legendre). Sur l'intervalle [—1, +1], on orthogonalise les mo-

nomes 1,z,22,..., 2"

,... par rapport a la mesure de Lebesgue pour définir une suite de poly-
nomes orthogonaux Fy, Py, Ps, ..., P,,... (dont le coefficient du terme de plus haut degré est
1), appelés polynomes de Legendre. Calculer Py, Py et Ps.

a) Soit, pour tout entier m, ¢, la n-ieme dérivée du polynéme (2% — 1), et @, = (2”—7:),%
Démontrer que pour tout k < n, f_+11 2*Q,(r)dr = 0 et en déduire que Q,, = P,.

b*) Démontrer que les polynomes sont denses dans L?([—1, +1]), et en déduire que les polynomes
de Legendre forment une base orthogonale de L?([—1, +1]).



