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Le but de ce projet est de montrer que les groupes linéaires de type fini
(groupes engendrés par un ensemble fini de matrices inversibles, que ’on prendra
a coeflicients dans C) sontrésiduellement finis. Pour cela on commencera par voir
si GLg4(R) est résiduellement fini (avec R = Z, Z[1], Z[X1, ..., Xy, Z[ X1, ..., X, %])
Dans la deuxieme partie on utlisera les proprités des extensions des corps pour

montrer la finitude résiduelle des groupes linéaires de type fini.

Définition :
Un groupe G est dit résiduellement fini si pour tout g € G tel que g # 1 il
existe un groupe fini F' et un homomorphisme ® : G — F tel que ®(g) # 1p.

1 Finitude résiduelle des groupes GLy(R)

Soit d > 2;

Théoréeme 1 :

Si o : R — S est un morphisme d’anneaux unitaires alors ’application
[ GLd(R) — GLd(S) définie par @((aij)lgi,jgd) = ((p(aij))lgingd est un
morphisme de groupe.

Preuve :

Soient A, B € GLd(R) avec A = (aij)i’j et B= (bij)i,j
Posons C' = A x B donc C = (¢;5);,j avec ¢;j = Zzzl ;i bj.

On a (A x B) = ®(C) = ¢((cij))i; = (¢(X iy aikbr;))ij- Or on sait que ¢
est un morphisme d’anneau de R dans S donc :

d
Zatkbk] = plam)p(bey), Vi, j € {1,...,d} (%)
k=1 k=1

On pose D = (d;;);,; avec d;; = L,O(Zkzl aikbi;).Vi,j € {1,...,d} et e, =
pla) et fuj = @(bry) Vi, k,j € {1,...,d} donc E = (ei;)i; = (plais)ij) et
F = (fij)i,j = (Sﬁ(bm)z,j) et d’aprés D =F x F dou

B(A x B) = B(A) x B(B).

Donc @ est un morphisme de groupe de GL4(R) dans GL4(S).



1.1 7 est résiduellement fini.
Soit n € Z tel que n # 0 et p ne divise pas n. On pose :
¢ : Z — Z/pZ (c’est un morphisme de groupe)

kw—k
et on a ¢(n) # 0 car p ne divise pas n. Donc Z est résiduellement fini.

1.2 GL4(Z) est résiduellement fini.
Soit A € GL4(Z) tel que A # Id. En posant A = (a;;);; on a :

3(3,5) € ({1, ...,d})? tels que i # j et a;; # 0.
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Soit p € Z tel que p ne divise pas a;; donc a;; # O[p] et soit ¢ : Z — Z/pZ
un morphisme d’anneau k — k (mod p).

Par le théoreme précédent @ : GLq(Z) — GL4(Z/pZ) définie par ®(A) =
®((aij)i;) — (p(a;j))i,; est un morphisme de groupe.

Donc pour le a;; que on a choisit on ¢(a;;) # 0

ai1 o e al_,n
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D’ott ®(A) # Id, d’oit GL4(Z) est résiduellement fini.

1.3 Z[] est résiduellement fini.

On pose ¢ : Z[] — Z/pZ tel que x x r¥ = a|p]

a=-5F 7T

On prend p premier qui ne divise pas r. Soit o € Z[%] tel que o # 0 c’est a
dire a # 0.

On sait que p premier et ne divise pas r donc pAr = 1 et donc par récurrence
immédiate et par le théoréme de Gauss on a Vk € N*, p Ar* = 1 en appliquant
le théoreme de Bezout il vient Ju,v € Z tel que :

pu + rhy =1



d’ott pua + rfva = a en posant = = va il vient donc :

pua+xrk:a¢xrk:fpua+a

rk
> X —=—-pu+l
a

1
=X —=—-pu+l
o

=T =a— pua

=z =l

Mais ¢ = va et on a v # 0 et a # 0 sinon pu = 1 = p = +1 absurde car p
premier donc = a donc Z[1] est résiduellement fini.
On a donc montré que Z[2] est résiduellement fini.

1.4  GL4(Z[1]) est résiduellement fini.

Soit @ : GLa(Z[}]) — GLa(Z/pZ) définie par B(A) = ®((ai;)i,j) = (p(aij))i;
qui est un morphisme de groupe d’apres le théoreme précédent.

Soit A # Id et soit a;; # 0 tq i # j on pose a;; = a = - et pour pAr =1
on trouve d;; = & # 0 comme pour Z[%] donc ®(A) # Id donc GL4(Z[2]) est
résiduellement fini.

1.5 Z[Xy,...,X,] est résiduellement fini.
1.5.1 Exemple : Z[X].

Soit P =Y, ap X" € Z[X] non nulle c’est & dire 3k tel que ay # 0 et soit p
un nombre premier tel que p > maxy(|ag|).

On a donc Q = Y, @, X" € F,[X] non nul car pour tout ay # 0, d est non
nul. On prend le morphisme ¢ : Z[X] — F,[X] definie par ¢ : P =", a; X*
Q= parX g

Maintenant supposons que le degré de P est m € N, soit ¢ = p™ avec m € N
tel que ¢ > m.

On sait que Card(F;) = g > m, donc on peut trouver un élément a de
F, = Fpla] tel que Q(a) =Y, axa® # 0, car Q admet au plus, m racines. Donc
on considere le morphisme :

U F,[X] = F, =F,[q]

Q= Zk kaXk — Ek dkak

et ona ® = Vo on adonc

® : Z[X] — F, définie par : P =", axX* # 0 >, axa® #0

donc on a construit un morphisme d’anneau qui va de Z[X] dans F, qui est
un corps fini tel que pour le polynome P en question l'image par ® n’est pas
l'identité dans F,. Finalement Z[X] est résiduellement fini.

Montrons que GL,,(Z[X]) est résiduellement fini :

Soit f: GL,(Z[X]) — GL,(Fy)

A= (pij)ij = B = (®(pij))i,



Si A = (pij)i,; € GLn(Z[X]) différent de 'identité dans GL,,(Z[X]) alors 3
au moins un polynome p;; # 0 tel que ¢ # j
donc B = (®(p;j))i,; # 0 d’out GL,,(Z[X]) est résiduellement fini.

1.5.2 A[X] est résiduellement fini

Lemme :
Soit A un anneau résiduellement fini. Alors A[X] est aussi résiduellement fini.

Preuve :

A est un anneau résudiellement fini admettant donc des morphismes d’an-
neaux unitaires p, : A — R,, avec R, des anneaux finis, et tels que pour tout
g€ A, g#04 on ap,(g) # Og, pour n assez grand). En plus de cela R,, sont
des corps finis.

Soit P € A[X] c’est a dire P = Y, ap X" avec ay € A, pour tout k, tel que
P #0, c’est a dire 3k € N tel que ay, # 0.
On consideére le morphisme d’anneau :

U A[X] > R, [X]
P=Y, a4 X"— Q=3 p(ar) X"
En effet :(explication de I'existence de ¢)

Puisque P # 0, donc Jk € N tel que ar # 0 et donc il existe forcement un
morphisme ¢ : A = R, qui & g — ¢, (g) tel que v, (ar) # 0 donc Q # 0.

Maintenant supposons que le degré du polynome @ est m € N.
Soit g un corps fini de cardinal ¢ tel que m < ¢q. @ est de degré m, donc admet
au plus m racines, et donc il existe bien un élément a € Fy tel que Q(a) # 0.
Donc on considere le morphisme :
0:R,X]—=TF,
Q=2 plar) X" = Qa) = X5, plar)a” # 0

Finalement on considere le morphisme ® = § o ¥

o:AX] > F,

P =%, apX" = Qa) = 3, ¢lay)a”
Donc pour le P € A[X] fixé non nul, il existe un corps fini R,,un morphisme @
qui va de A[X] — F, tel que ®(P) n’est pas l'identité.

Donc A[X] est résiduellement fini.

1.5.3 Z[Xy, ..., X}] est résiduellement fini

Montrons qu’il est résiduellement fini par récurrence sur n.

Pour n = 1, d’apres I'exemple précédent Z[X] est résiduellement fini.

Supposons que Z[ X1, ..., Xi| est résiduellement fini pour & allant de 1 jusqu’a
n—1.

Montrons que Z[X7, ..., X,,] est résiduellement fini pour tout n entier.

Soit n € N



On sait que Z[Xy,...,X,] = (Z[X1,..., Xn-1])[Xn] et d’aprés 'hypothese
de récurrence Z[Xy, ..., X,,—1] est résiduellement fini, donc par le lemme déja
montrer A[X,] est résiduellement fini. Finalement par récurrence Z[Xq, ..., X,]
est résiduellement fni.

1.6  GL4(Z[ Xy, ..., X,]) est résiduellement fini.

Soit P € Z[X1,...,X,,]) différent de I'identité, et notons Fy le corps fini tel
qu’il existe

O Z[X1, ... Xu] = Fy
tel que P 3 O(P)#0

Soit IT € GL4(Z[ X1, ..., X,,]) différent de I'identité c’est & dire 3P;; € Z[ X1, ..., X,,]
tel que P # 0

Soit f: GL4(Z[X4, ..., X»]) = GL4(F,)

= (Pijh<ij<a = (®(Pij))i<ij<d

On a ®(P;;) # 0 par ce qui précéde. Donc GL4(Z[ X7, ..., X,]) est résiduellement

fini.

1.7 Z[Xy,..., X,][1/f] est résiduellement fini

De la méme maniére on peut montrer que Z[ X7, ..., X,,][1/ f] est résiduellement
fini. En effet de la méme maniére que pour Z[ﬂ et en utilisant le fait que
Z[X1,..., Xy est résiduellement fini, on montre que Z[ X1, ..., X,,][1/ f] est résiduellement
fini.

2 Extension finie

2.1 Définition et Lemme

Définition :
L’extension L/K est finie si L est de dimension finie en tant que K-espace
vectoriel.

Lemme :
Si L/ K est une extension finie alors il existe un morphisme injectif GLq(L) —

GL,a(K).

Preuve :

Soient « fixé et o : L — L qui al 23 al une application linéaire bijective.

Soit 8 = (b1, ..., b,) une base de L, Matg(pa) € GL,(K). Soit ® : GLg(L) —
GL,q(K) tel que (I;5)i; 2 (¢1,;)1<i,j<d car pour chaque @, ; Matg(py,;) €
GL,.(K).



Montrons que ® est un morphisme c’est a dire :
Soient A = [;; et B = lj; montrons que ®(A x B) = ®(A) x ®(B).

On pose C= AXB, C= (Cij)i,j tel que ¢;; = Zizl llkl;(;] On a (p((cij)i,j) =

d
(o linlighi<ij<a = (P5od_ 1y J1<ivi<a

@Zk 1 zklk] ZZZkl

_szl

HM&

d
W(Ukja =Y oy, (a)
k=1

Vae LetVi,jel,..,d

Donc ®(A x B) = ®(A) x ®(B).

Le morphisme est injectif car si on a ®(a) = ®(B) donc (¢y,,)i,; = (¢1,)i;- On
a done g, (1) = g, (1)

= l;j = lj; car | € L avec L un corps donc on a bien l'injectivité.

2.2

Définition :
L’extension L/K est purement transcendante s’il existe des éléments
ai,...,ar € Ltelsque L = K|ay,...,ag] et pour tout polynéme f € K[T7,...,Tk]

on a f(ay,...,ar) # 0. Autrement dit L est isomorphe comme corps au corps
des fractions rationelles & coefficients dans K en k variables, K(T1,...,Tk).
Théoréme : Soit L un sous-corps de C engendré (comme corps) par un

nombre fini d’éléments. Alors il existe une extension purement transcendente
Q(t1,...,tk)/Q telle que Q(t1,...,tx) C L et L/Q(t1,...,tx) est une extension
finie.

Montrons que pour tout sous-groupe de type fini G de GL4(C) il existe un homo-
morphisme injectif G — GL,.q(Q(t1,...,tx)) pourdes r,k > 1, 0u Q(¢q,...,t)/Q
est une extension purement transcendante.

Soit G un groupe de type fini de GL4(C). G est donc engendré par un nombre
fini d’éléments de GL4(C).

On note Ay, ..., A, les matrices qui engendrent G. ¢y, ..., ¢, tous les coeffi-
cients de ces matrices et L = Q(cy,...,¢,) le sous corps de C engendré comme
corps par un nombre fini d’éléments (cy,...,c,) € (C)™.

Par le théoreme précédent qui nous dit que par un processus de récurence,
on peut extraire une extension purement transcendante Q(cg,,...,ck,)/Q tel



que Q(cgy,---5ck,) C L et L/Q(ck,,-..,ck,) est une extension finie (on pose
dim(L) = r).

Par le lemme du 2.1} on a donc qu’il existe un morphisme injectif ® : GLq(L) —
GLd(Q(Ckl, ey Ckl) car G C GLd(L) Onaalors ®g : G — Ger(Q(Ckl, ey Ckl))
un morphisme injectif tel que Q(ck,,...,ck,)/Q est une extension purement
transcendante.

2.3
Montrons qu’il existe f € Z[Ty,...,T,] tel que G C GL4(Z[T1, ..., Tk, %])

De méme que précédemment G est un groupe de type fini de GL4(C). G est
donc engendré par un nombre fini d’éléments de GL4(C).

On note Aq,..., A, les matrices qui engendrent G. ¢y, ..., ¢, tous les coeffi-
cients de ces matrices et L = Q(cy,...,¢p) le sous corps de C engendré comme
corps par un nombre fini d’éléments (cy,...,c,) € (C)™.

Montrons tout d’abord qu'il existe f € Z[T1, ..., T} tel que L € Z[Ty,...Ty,, 1.
1 suffit de prendre f € Z[T,, ..., Tx] tel que Vi € 1,....,n: f x CL € Z(c1,. .., ¢n)-
Donc par consequent G C GLg(L) C GL4(Z[T4, ..., Tk, %

D’apres la section 1, GLd(Z[Tl,...,Tk,%]) est résiduellement fini donc pour

chaque élément de G, il suffit de prendre le méme morphisme qu’on a pris
pour GL4(Z[Ty, ..., Tk, %]) restreint & G.

3 Conclusion

On peut finalement conclure en ayant montré que tout sous groupe de type
fini de GL4(C) est résiduellement fini.
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