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1 Introduction

Le but de ce projet est d’étudier les groupes cristallographiques. Ces groupes sont appa-
rus grace a I’étude des cristaux (cristallographie). La cristallographie a permis de voir qu'un
cristal est constitué d’atomes, d’ions ou de molécules ordonnés. C’est-a-dire qu'un motif ou
domaine fondamental se forme et se répete un grand nombre de fois pour créer le réseau (le
cristal) (voir figure ci-dessous). Dans notre étude nous serons en dimension d. Nous commence-
rons par définir ce qu’est un groupe cristallographique. Puis nous verrons certaines propriétés
sur ces groupes, notamment le théoreme de Bieberbach. Apres ces propriétés nous aborderons
différents exemples dans R2.

Gl Mat

Le Chlorure de Sodium.



2 Définition

2.1 Isométrie

Définition 2.1 (Isométrie vectorielle). Une isométrie vectorielle est une application linéaire
qui conserve la norme, c’est-a-dire une application linéaire :
f:E — F tel que || f(u)]]| = ||u|]| avec E et F des espaces vectoriels euclidiens (conserve aussi

le produit scalaire (f(u), f(v)) = (u,v) car (u,v) = T((|lu+v[))? = (JJu — v|)?)).

Définition 2.2 (Isométrie affine). Une isométrie affine est une application affine qui conserve
la distance, c’est-a-dire une application affine :

p:E— F (o0 & et F sont des espaces affines euclidiens) tel que

VA, Be &, d(p(A),o(B)) =d(A,B)

Remarque 2.3. L’application linéaire associée a ¢ est une isométrie vectorielle.
La composée de deux isométries est une isométrie.

Notation 2.4. On note O(E) l'ensemble des isométries vectorielles de E dans E.
On note Isom(E) U'ensemble des isométries affines de £ dans &.
On notera O(R?) := O(d).

Théoréme 2.5. O(E) et Isom(E) munis de la composition des applications sont des groupes.

Démonstration. Soit v,7',~v" € O(FE) (respectivement o,0’, 0" € Isom(E))
Yo € O(E) car Yu € E, |[yo 7/ ()] = 7' (w)]| = Jull

De méme o oo’ € Isom(E).

La composition des applications est bien associative.

Existence d'un élément neutre :

Notons eg (respectivement eg 1'application identité de E' dans E (respectivement de £ dans £).
ep € O(E) car Vu € B, |leg(u)|| = ||u.

eg € Isom(E) car Yu,v € £, d(eg(u), es(v)) = d(u,v).

Existence d'un inverse :

Comme F est de dimension finie et que v : E — FE, si on montre que v est injective, cela
implique que v est bijective.

Soit u € Ker(y) = v(u) =0=||y(u)||=0=|ul]| =u=0

Donc v est bijective.

Alors il existe 7' tel que vy o+ = 4" oy = eg, de plus 7/ est une application linéaire et
Vu € B, ||y (u)] = llv o v/ (w)ll = [lull.

Donc +" € O(E). On peut faire un raisonnement similaire pour montrer que o admet un élément
inverse dans I'som(&). O

2.2 Produit semi-direct

Définition 2.6 (produit semi-direct). Soient @) et H deux groupes et ¢ : Q — Aut(H) un
morphisme. On définit sur ’ensemble ) X H une structure de groupe en posant :

(g1, h) * (g2, h2) = (@102, b (1) (R2)])

Le groupe (Q x H x)s’appelle le produit semi-direct de H par @ (via p) et on le note Q x, H (
plus précisément on dit “produit semi-direct externe”, car H et () ne sont pas des sous-groupes
d’un méme groupe).

Remarque 2.7. Le groupe Q %, H contient les sous-groupes Hy = {(eq,h)|h € H} et Q1 =
{(q,en)|q € Q}. Le groupe Hy est distingué dans Qx,H et le groupe Q x, H est égal au groupe
QlHl avec H1 = H s Ql = Q et H1 le = {6}



On va étudier O(d) x, R? avec :

o: O(d) — Aut(R?)
A = p(A) = Az = pa(2)

Montrons que ¢4 est bien un automorphisme de RY.
Montrons d’abord que c’est un morphisme : Soit z,y € R? alors pa(z +y) = Alx +y) =
Axr + Ay = pa(x) + pa(y)
Montrons maintenant que ¢4 est bijectif :
Soit z,y € RY, alors pa(z) = pa(y) & Az = Ay & v =y car A € O(d) C GLy4(R), donc ¢4
est injectif.
Soit y € RY, prenons z = A~y € RY, alors p4(x) = Ar = AA™ly =y, donc o4 est surjectif.
Donc ¢4 est bien un automorphisme.
Alors le produit semi-direct de R? par O(d) est muni de la loi - définie par :
(Ay, 1) - (A, 12) = (A1 Ag, o1 + [p(A1)(22)]) = (A1Ag, 21 + Aj2o),
\V/(Al, [L’l), (AQ, 1‘2) € O(d) Xy R4
De plus A; A, appartient bien a O(d) et z; + A;xo appartient bien a RY.

Nous admettrons que Isom(R?) est engendré par R? (translation) et par O(d) (rotation), alors
< R% O(d) >= Isom(R?), de plus R? < Isom(R?) et O(d) < Isom(R?).

Donc Isom(R?%) = O(d) x, R%.

Alors il existe 7 un isomorphisme de I'som(R?) dans O(d) x, R?.

. TRd d
Soit ¢ € Isom(RY), alors p: R = R avec A € O(d) et b € R%

= Az +b’
Done ™ Isom(RY) — O0(d) x, R? ‘ ' O(d) x,R? — Isom(R?)
One o) = Az +b — (AD) ¢ (A4, b) — plz) = Az +b

Donc la loi de (Isom(R%),0) est définie par :

p1 0 pax) = 7 (m(p1(2) 0 p2())) = 7 (7 (pa(2)) - T(p2(2))) = 7 (A1, 1) - (A2, b2)) =
7T71((A1A2, A1b2 + bl)) = AlAQZL‘ + Albg + bl, V(,Dl, P2 € ]som(]Rd)

Donc (Isom(R9),0) est un groupe avec I'identité e = Iz + Oga et o~ }(z) = A~'x — A~1b, on a
bien A~ € O(d), —A7'b e R¥ et p L op(z) = popl(z) = AA e — AA™1b + b = Iz + Oa.

Notation 2.8. Maintenant pour simplifier les notations, nous noterons les éléments de Isom(R?)
comme les éléments de O(d) x, R?, par exemple p € Isom(R?) tel que p(x) = Az + b sera
maintenant noté (A,b).

Nous pouvons voir Isom(R?%) comme un sous-groupe de GLg,1(R).
®: Isom(RY) — GLg1(R)

On définit : o= (Ab) 1(4)1 l;

D A b\ (AU o,
® est bien injective car (O 1) = (0 1) = p=y.

(61 11)) = B € GL441(R) car det(B) = det(A) # 0 car A € O(d).

Nous avons vu que (Ay,by) o (Ag,by) = (A1 A, Ajbs + by), et pour écriture sous forme de
matrice cela est pareil :

Al bl A2 b2 . A1A2 A1b2+bl
(0 1)(0 1)_( 0 1 )EGL‘H(R)

A DY (AT AT (AATT —AATB D) A b\' (AT —AY
0 1)\ 0 1 )= o 1 T g 1) Lo 1)

Donc on peut voir Isom(R?) comme une sous-groupe de GLg1(R).



Notation 2.9. On note ||.|| la norme d’opérateur sur Gly,1, elle permet de définir la topologie
sur le groupe des isométries de RY. On peut remarquer que toutes les normes sont équivalentes
car on est en dimension finie.

Lemme 2.10. H < Isom(R?) et T = HN (1 x RY) etv € T, alors Vg € O(d) qui est une
partie linéaire d’un élément de H, gv € T

Démonstration. HN(1xRY) = {p tel que p € H et p € 1xR} = {p tel que ¢ = (I, h) € H}
Soit g € O(d) qui est la partie linéaire d'un élément de H, alors 3p € H tel que ¢ = (g, h) et
veT, alorsv=(Izv) € H.

Comme (g,h) € H, alors (g,h)™t = (g7, —g~*h) € H et (I4,v) € H,

alors (g, h)(I4,v)(yg ,h) e H car H < Isom(]Rd)

(9,0)(1a,0)(9,B) ™ = (g,g0 + B)(g™,—g~'h) = (I, —h + gu + ) = (Igv) = go, done
gueT. ]

Lemme 2.11. Une suite (¢n)nen € Isom(RY) converge vers g quand n tend vers linfini si et
seulement si pour tout ensemble fini de points {xy,--- ,x,} C R on a g,2; qui converge vers
gx; quand n tend vers l'infini.

Démonstration. Sens direct :
Soit (gn)nen € Isom(RY) tel que g, g avec gy = (An,by) et g = (A,0),
n——+0oo

alors A, — Aetb, — b.
n——+00 n——+0o0

Soit {xy, -+ ,x,} C R? un ensemble fini de points,
InTi = Apzi + b, — Axi+b= gz,
n—-+o0o
Donc g,x; — gx;,Vi=1,--- n.
n—-+0o
Sens indirect : Pour tout ensemble fini de points {1, - ,2,} C R? on a :
gnt; — gx;,Vi=1,--- n.
n—-+o00
Alors Vo € R? on a g, —+> gz, avec g,x = A,z + b, et gr = Ax + b.
n—-+0o0o

Montrons que A, — Aetb, — b.

n—-+oo n—-+o0o
0
Prenonsz = | : | eR‘= g2 =0, — gr=b=b, — b.
n—-+0o00 n—-+0o00
0
0
0 .
Prenonsz = | 1 | avecle 1 alai®"€ ligne, alors g,x = Agf)—l—b N — gr = AD4b avec BO 1a ieme
0 n—-—+0oo
0
colonne de B. '
Onavuque:b, — b= AY — A®D Vi=1,.-. d donc A, — Aetdoncg, — ¢g. O
n—-+00 n—-+0o n—-4oo n——+o00

2.3 Définition de groupes cristallographiques

Définition 2.12. Un sous-groupe I' de Isom(R?) est appelé un groupe cristallographique si
pour tout point x € R, Uorbite Tx = {y(z) tel que v € T'} est discréte et il existe R €]0, +00]
tel que pour tout y € R? il existe v € T tel que d(y,vy(z)) < R.

Définition 2.13 (cocompact). I' est cocompact dans Isom(R?) si Isom(R?)/T est compact
dans le quotient topologique.



Remarque 2.14. Le fait que I’ soit cocompact dans Isom(R?), revient a dire qu’il existe
C C R? compact tel que T(C) = R, d.e. Vo € RY, Iy € T',3c € C tel que y(c) = x, comme T
est un groupe, cela revient a dire que Vo € RY, Iy € T tel que y(x) € C.

Théoréme 2.15. (admis) Un sous-groupe T’ de Isom(R?) est un groupe cristallographique si
et seulement si I est un sous-groupe discret et cocompact de Isom(R?).

Lemme 2.16. Soit I' un groupe cristallographique et TV < T'.
Alors T est un groupe cristallographique si et seulement s’il est d’indice fini dans T'.

Démonstration. Soit I' un groupe cristallographique et IV < I'.

Montrons d’abord le sens indirect. Supposons que I est d’indice fini dans I", montrons que I
est un groupe cristallographique.

IV est bien discret car sinon I' ne l'est pas, ce qui est absurde.

I'= 'Q ~v;I', avec 7; € I'. Car IV est d’indice fini dans T.

" est cristallographique donc 3C° € R? compact, tel que I'(C') = RY, donc Vo € R? Iy €
I tel que y(z) € C.

Posons €’ = igl 7 H(C), 47 H(C) est compact car 7;  est continue. Donc C” est bien un compact

car ¢’est une union finie de compact.

Il reste & montrer que I est cocompact de Isom(R?), c’est-a-dire que Vo € R% 3¢/ € T tel que 7/(x) €
C’.

Soit z € RY, Iy € T tel que y(z) € C,

comme v € I', 3¢ € I,35 € {0,--- ,n} tel que v = ;7.

v(z) =77 (2) € C = () € 7;1(C) C C".

Donc I est un groupe cristallographique.

Montrons maintenant le sens direct.

Supposons que I est un groupe cristallographique, alors il existe ¢’ C RY compact tel que
I'(C") = R

Montrons par I’absurde que l'indice de I'" dans I" est fini.

Supposons que |I'/I'] = +00 = ' = ZAIEII(%F’) avec Card(l) = +oo et ; distinct modulo I,

Alors on peut prendre une suite (7, )nen, avec 7, distincts deux a deux et Ji € I tel que 7, = ;.
Prenons 0 € R?,v,,(0) € RY, = 3v/ tel que v,,7,(0) € ',

= 7 une sous-suite extraite de 7/,7,(0) qui converge.

= Vi(ny Vo) (0) end v(0) =t

Notons o4,y := 7:;5(n)7¢(n)7 ils sont distincts deux a deux car les ; sont distincts deux a deux
modulo I". Tp(n) = (g¢(n),t¢(n)) et donc U¢(n)(0) =lgm) — t

n—-+0o

Tp(n) = <g¢(§") t‘bi")) sous forme de matrice. Et de plus gyn) € O(d) qui est compact.

Donc on peut extraire une sous-suite qui converge gy (¢(n)) —+> g € O(d).
n—-+0o0

Donc oy pm)) — 7= (g,:t) € Isom(R?) car g € O(d) et t € R

n—+o00
Donc cela contredit le fait que I' soit discret, ce qui est absurde. Donc I'indice de IV dans I' est

fini. O

Définition 2.17. Un domaine fondamental pour un groupe cristallographique I' est un compact
C dont les images par les éléments de T recouvrent R? et les images de C par deux éléments
distincts de I' ont une intersection d’intérieur vide.



3 Structure des groupes cristallographiques

3.1 Préliminaires pour le théoreme de Bieberbach

Lemme 3.1. Soit O(d) le groupe orthogonal et soit A, B € O(d). Alors il existe un voisinage
de Uidentité V(1) = {M € O(d) tel que |M — 14| < n} tel que si A, B € V(1) et AB # BA,
alors A ne commute pas avec [A, B] = ABA™'B~!.

Démonstration. Par contraposée, supposons que A et [A, B] commutent.

AABA™'B™' = ABA™'B7'A = ABA"'B~' = BA"'B7'A

Donc A commute avec BA™'B~!

Ona (ABA'B™ )" = BAB™'A ltet (BA'B1A)' = A"'BAB™!

Or (ABA™'B™)"1 = (BA™1B~1A)™!

= BAB'A~' = A"'BAB!

Donc A~! commute avec BAB™!

= ABAB'A7'A = AA"'BAB™'A = ABAB ! = BAB™'A

Donc A commute avec BAB™!

A, B € O(d) donc AAT = ATA=1,et BBT =B"B=1,

(BAB™Y)(BAB™YY' = BAB™'BA™'B~ ! =1, = (BAB YT (BAB™)

Donc A et BAB™! sont diagonalisables sur C (d’aprés le théoréme spectrale) et C¢ admet une
base orthonormée de vecteurs propres.

De plus ils commutent, donc ils sont diagonalisables dans la méme base orthogonale.

Notons E4, .., E, les sous-espaces propres de A et BAB™!(ce sont les mémes car diagonalisables
dans la méme base).

A et BAB~! ont méme valeur propre car A et BAB™! sont semblables.

BE,, .., BE, forment également 1’ensemble des sous-espaces propres de BAB™1

car si v est un vecteur propre associé a la valeur propre A de A, alors w = Bwv est vecteur propre
de BAB™! associé a la méme valeur propre A car Av = \v et

BAB 'w = BAB™'Bv = BAv = ABv = \w

Donc BE}, .., BE, forment bien ’ensemble des sous-espaces propres de BAB™!.

Donc la matrice B doit nécessairement permuter les F;.

Mais si z € E; et Bx € E; avec ¢ # j, alors Br Lz < (Br,z) =0

|Bz,z||3 =< Bx — x, Bt —x >=< Bx —z,Bx >+ < Br —x,—x >

=< Bz,Br > — < x,Bx >+ < z,x > — < Br,z >= ||Bz||? + ||z||3 =< Bz, Bx > +||z||3
=<z, B'Bx > +||z||3 =< z,x > +||z||3 = 2||z||%.

Et de plus,|[Br — al|2 = [[(B — L) < | B — Lll*lle]3 < n?|]3 comme B € V(1)

Prenons n = v2 = |B — I|| < V2 = || Bz, x| < 2||z|?

Donc Bx € E;

La matrice B préserve donc chaque sous-espace propre de A. Notons P la matrice qui diagonalise
A, donc P’ = BP diagonalise aussi A car B préserve chaque sous-espace propre de A.

Donc D4 la matrice diagonale de A :

Dy=P AP = P7'AP' = P7'B'ABP = A= B 'AB = AB = BA

Donc si A, B € V(I;) = {M € O(d) tel que |M — I,|| <+/2} et si A et [A, B] commutent alors
A et B commutent.

Donc si A ne commute pas avec B alors A ne commute pas avec [A, B] = ABA™'B~! n

Lemme 3.2. Soit O(d) le groupe orthogonal. Alors il existe un voisinage de l'identité V(1) =
{M € O(d) tel que |M — I4|| < n} dans O(d) tel que pour tout g1, g2 € V(Id), [g1,92] € V(1a)
et la suite

(91,921, 91, [91, 921, (91, [91, [91, @2]]] , - - - converge vers Uidentité.

Démonstration. Soit g1, go € V(14), prenons ||.|| une norme d’opérateur sur Mgy q(R).
Soit n > 0= ||lgr — L4|| <met|ge— Il <m
Hor, g2 = Lall = lgr9207 92" — Tall = llorg201 92" — 92910192 'l = [ (9192 — g291)91 " 92"
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< Nlg192 — @201 llllgr 9211l < llgrg2 — gaanlllllgr Mgz ]
Or XY —YX=X-DY-1)-(Y-DX-1et|lg | =1 [lg'[| =1car g, 95" € O(d)

< llgr — Lallllgz — Lall + llg2 — Lallllgr — Lall < 2[lgx — Lallllg2 — Lall < 21°
Donc U, = | g1, ..., [91, 92].--
—

n fois
Par récurrence on obtient : ||U, — I4|| < 2"n™*!
Prenons n < 1/4
nginoo U, — Ly|| < 2"t =0 carn < 1/4

Donc U,, — 1, O
n——+00

Lemme 3.3. [l existe un petit voisinage V(1) = {M € O(d) tel que ||M—14]| < n} de l'identité

dans O(d) tel que

Vg € O(d), gV(Ia)g~" = V(1a).

Démonstration. Soit V(1;) = {M € O(d) tel que |M — I4|| < n}.
Soit g € O(d)

- Montons que gV(I;)g~* C V(I,).

Soit g” € gV(I4)g™!, alors il existe ¢’ € V(1) tel que ¢’ = gg'g™ 1.
lgg'g™ = lall = llg(g" — L)l < llglllly” = Zallllg™" | < llg" = Lall <,

car pour tout M € O(d), || M| = 1.

alors ¢” € V(1) et donc gV(I3)g™' C V(Iy).

- Montrons que V(1) C gV(14)g™ "

Soit ¢’ € V(I,), par le premier point g~'¢g'g € V(I;), donc ¢ = gg 'g'g97" et g7'g'g € V(1),
donc ¢' € gV(I3)g~t. Donc V(1) C gV(13)g".

Donc, pour tout g € O(d), gV (1;)g~" = V(I,). O

Lemme 3.4. Soit T' un groupe cristallographique et soit x € R, Alors Vect({~(z), pour v €
I} =R

Démonstration. Par I'absurde,

On suppose que le lemme est faux, alors il existe zy € R tel que : W = Vect({y(zo),y € I'}) et

W C RY (W sous-groupe lindaire de R?)

Par un changement d’origine dans R%, nous le choisissons de telle sorte que O(d) fixe .

Et alors siy € ',y = (g(v),t(7))

V(o) = g(7)mo + t(7) = t(y) car O(d) fixe .

Donc {v(z),y € I'} = {t(7),7 € T'}.

Donc W = Vect({t(vy),y € T'}).

[ < Isom(R?) et W = Vect({t(y),y € T})

Montrons que : g(W) =W avec g = g(~),Vy € .

Montrons d’abord que gz € W, ¥y € I',Va € {y(zo),y € '} ={
t

Soit x € {y(20),y € T'} = {t(y),y €T}, s0it y € T, v = (g(v
—~~
g

t(y),y €T}
(7))

et il existe 4 € T tel que v = (g(7/), x)
—~—

/

g
vy €T car I' est un groupe.
7Y = (9:t(7) - (¢, z) = (99', gz + (7))
= gr+t(y) € {t(y),yeT}tet t(y) e {t(y),y €T} =gx+t(y) e Wett(y) e W
= gx + t(y) + M(7y) € W,V € R(car W est un sous-espace linéaire).
Prenons A= —-1=gr e W
Montrons que gr € W, Vy € I' et Vx € V.

d-1
Soit x € W = Vect({y(xo),y € T'}),x = > Nixy, gr; € W ocar x; € {y(xo),y €'}
i=1

= gxr € W car W sous-espace linéaire.



Premiere inclusion : W C g(W)

Soit v € I';et g = g(7y). Soit x € W

Montrons que x € g(W) ie : il existe y € W tel que z = gy

Prenons y =g 'z = gy =gg v =2

g = g(v),comme v € T et T" est un groupe.
=~ylelTetgy)=¢g'l=gloeWcargre WVreWetVyel
=yeW

Donc W C g(W)

Deuxiéme inclusion : g(W) C W

Soit v € T', et g = g(7)

Soit y € g(W), Montrons que y € W
yegW)=JzeWtdlquey=gr=>yeW

D’ou g(W) C W.

Donc on a bien g(W) =W

Prenons l'orthogonale de W, W+ = {z € R? tel que Vy € W < z,y >= 0}
Soit x € Wavec d(z, W) = d

Soit v = (9(7), (7)), 9(v) € O(d)

Montrons que g(vy)z € W+

g() € O(d) donc g(7y) conserve la norme et le produit scalaire.

Soit y € W, donc < y,x >=0carx € Wt et y € W alors < g(7)y,g(7)z >=0
On a vu avant que g(y)W =W, Vy e T

Donc < g(y)z,y >=0,Vy ¢ W

Donc g(y)x € W+

V() = g()z +t(7), onad(y(x), W) =d(g(y)z + (), W) = d(g(y)z, W) car t(y) € W
d(z, W) = d(g(v)z, ()W) = d(g(y)z, W) car g(v)W = W,Vy €l

Donc d(v(x), W) = d(z, W)

Prenons X € W C R?, soit R €]0, +oo[, prenons Y € W+ C R? tel que d(Y,W) = R
Donc d(Y,X) > R

vy € L,d(y(X),Y) = oy (1(X)), v~ (V) = d(X,y (V) = R

Donc I' n’est pas un groupe cristallographique, ce qui est absurde.

Donc cela prouve le lemme.

O

Lemme 3.5. Soit I' un groupe cristallographique abélien alors I' contient seulement les trans-
lations pures.

Démonstration. Soit I' un groupe cristallographique abélien.

Raisonnons par I’absurde, supposons que I' ne contient pas que des translations pures, alors il
existe un élément v € I' avec 7o = (9(70),t(70)) et g(70) # La-

Alors nous pouvons toujours choisir une origine et un systéme de coordonnées dans R? tel que
en utilisant les coordonnées homogenes :

ou I, est l'identité dans M., (R), (0 — I5) est inversible car § est la partie des valeurs propres
différentes de 1, t(y9) e R",1 e Ret s+r=d
Alors par le lemme il existe 71 € I tel que

A 0 &
m=10 B t
0 0 1
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ou A e M, (R), Be My(R), t; € R" et t5 #0 € R".
Puisque I est abélien, alors v1707; * = Yo
A 0 I. 0 t At 0 —Ailtl
=y =0 B |0 5 0 0 B! —B
0 0 1 0 0 1 0 0 1
0

A 0 t+ Ato A1 —A_ltl I, 0 Ato I, 0
=10 B¢ to 0 B! —B | =10 BSB'! (=BéB '+ )t | =10 ¢
0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0
Ato == to
= BB =4 { B 53_51_ (zB_ 0
(=BSB~' + Ity = 0 (0= L)t =
or (0 — I) est inversible et 5 # 0 donc cela est absurde.
Donc I' contient seulement les translations pures. O]

Proposition 3.6. Soit I' un sous-groupe discret de Isom(R?). Soit U ’homomorphisme de
Isom(RY) dans O(d) avec Ker(V) = R? (ie. : Vy € T, avec v = (g,t),¥(y) = g € O(d)).
Alors le sous-groupe engendré par le voisinage de l’identité de ¥ (I') dans O(d) est abélien.

Démonstration. Par ’absurde, on suppose que le sous-groupe engendré par le voisinage de
Pidentité de W(T') dans O(d) n'est pas abélien. Notons W(I') le sous-groupe engendré par le
voisinage de l'identité.

Soit V(1) un voisinage de I'identité dans O(d) tel que Vg € V(1,), |lg — 14|l < 1, avec n > 0.
Soient v = (g1,t1),72 = (g2, t2) € I' tel que g1, 92 € V(1) C O(d) et g1g2 # g291 ( il existe bien

car on a supposé que \II(T)o n’est pas abélien).
Alors [y1,%2] = M2 2t = (91,8 (92, 12) (91, —97 1) (92, =05 't2)
= (192, g1tz + ) (9193, —g7 ' 95 't2 — g1 ')
= (919201 '92 ', —919291 ' 93 b2 — 919297 1 + guta + 1)
= (l91, 9], —91(9207 92 'tz — t2) — (910297 — La)tn)
= (91, 92, —91(9207 ' 95" — L)tz = (19297 " — Ta)t)
Prenons la suite V,, = [v1, ..., [71,72]--.]
———

n fois
Par le lemme [3.2] le coefficient dans O(d) qui est égal &
(91, - [g1, 92)--.] = ¥(V;,) converge vers I'identité pour V(I;) assez petit et || ¥(V},)| < 2"y *L.
R/—/

n fois

Et le coefficient dans R de V,, notons le ¢(V},), alors :
t(Vi) = —g1(g291 '95" — La)t2 = (919201 — La)t,

aloss [tV < Jlaal] | gegi's’  —Lalllltl + 11 gugegr’  —Ialllltal]
~—— —_— —
=1 car €0(d) €V(I) par le lemme[3.3| €V(I4) par le lemme [3.3]
gr' € V() car o' — Il = I = g7l = llgi 'llllgs — II| < n donc on peut bien appliquer le
lemme 3.3

Done [[t(Vi)[| < n([ltal| + [[£1]])- o

Par récurrence on trouve que [|t(V,,)|| < n" H[¢(Vi)|| + (302, 27) 0|t ]

Donc [[t(V,)]| - 0 pour 7 assez petit. Montrons que ¢g; ne commute pas avec ¥(V},),Vn € N.
n—-+0o0

Par récurrence, Initialisation : g1g2 # g291 alors par le lemme [3.1, ¢g; ne commute pas avec
(91, 92] = ¥ (V1).

Hérédité : Supposons que au rang n, g; ne commute pas avec ¥(V},).

Montrons que g; ne commute pas avec W(V,41).

On sait que ¥(V,,) € V(1) et U(V},) ne commute pas avec g; par hypothese de récurrence, donc
par le lemme [3.1] [g1, U(V},)] ne commute pas avec g et [g1, U (Vy,)] = U(V,41).

Donc g; ne commute pas avec ¥(V},),Vn € N.

Donc on supposons que ¥(Vyi1) = Iy = [g1, W(V)] = Iy = g1 (Vi) = W(Vi)gn,

11
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alors g; commute avec U(V},), ce qui est absurde, donc V(V,,) # 14, Vn € N*.

Montrons que c’est absurde que W(V,,) converge vers l'identité sans jamais 'atteindre avec le
fait que I' est discret.

' est discret = Vy € I', e > 0 tel que di (v, IN\{v}) > e.

Avec di(71,72) = mazx(||gr — g2||, [|[t1 — t2||re) et di(a, B) = ing(dl(a,b)).
€

On sait que V,, € I' et que V, - (15,0) € T
n—-+0oo
Done di((1a,0), Va) < [Ma = T (Va)ll + [0 = ¢(Va) lpa — O

Cela contredit le fait que I' est discret, donc g19o = g29:1. Donc le sous-groupe engendré par le
voisinage de l'identité de WU(I") dans O(d) est abélien. O

Lemme 3.7. Un groupe cristallographique de Isom(R?) ( avec d > 1) contient au moins une
translation pure non triviale (i.e. différente de l'identité).

Démonstration. Soit I" un groupe cristallographique.

Par 'absurde, supposons que I' ne contient aucune translation pure.

Soit ¥ : I' = O(d) 'homomorphisme de la proposition [3.6]

Notons W(T') le sous groupe engendré par le voisinage de Iidentité de ¥(I') dans O(d).
WO est abélien d’apres le proposition car I' est discret.

Montrons que W(T') est d’indice fini dans (D) (e [W(T)/TT) | < 4+00)

Alors U(T') = U(T) U ( |_| gl\If(F)O) on complete cette union disjointe d’ouvert pour en faire un

recouvrement d’ouvert de O(d). Comme O(d) est compact ( fermé de M, (R) car c’est 'image

réciproque d’un fermé par une application continue (7 : M — MTM et O(d) = 77(I)) et

borné car avec la norme d’opérateur VA € O(d), || 4] = sup(HlﬁZﬁHd) = sup(—”ﬁ/%?) =1 car
x#0 ’

A € O(d)), on peut en extraire un recouvrement fini d’ouvert, donc ¥(I') = '@1(gi\IJ(F)O).

Donc cela implique que WO est d’indice fini dans W(T").

Puisque WO est abélien, I' admet un sous-groupe I'y abélien, de plus comme mo est
d’indice fini dans ¥(T'), alors I'; est d’indice fini dans I'. Donc par le lemme [2.16, I'; est un
groupe cristallographique abélien.

Par le lemme (3.5} il n’y a que des translations pures, ce qui est absurde.

Donc I' contient au moins une translation pure non triviale. ]

3.2 Théoreme de Bieberbach

Théoreme 3.8. Soit I' un groupe cristallographique, alors I satisfait ces conditions :
1)T N1 xR engendre RZ.
2)TN1x R est diindice fini dans T.

Démonstration. Prenons W = Vect{v € R? tel que v = (I3,v) € '} = Vect{v € TN (1 x RY)}

Soit v = (g(7),t(y)) € T et z € W, alors x = > \jv; avec v; € TN (1 x RY) et \; € R
i=1

alors par le lemme [2.10, g(v)(v;) € TN (1 x RY), donc g(7)(z) = Z Aig(7)(v;) € W.

Donc Vy € T, g(7y) laisse invariant W.
Posons G = {g(7)|y,v €'},

Soit g(7)ly € G = 37 = (9(7):1(1) € T = g(7) |y " € G car gy~ = 97w
Soit 9(7)\W79(7/)\W> (v )\W €G=( '

I w9 wa(V) lw)
et I € G car I =g(e)|y-

Donc G est un groupe.
Par ’absurde montrons que c’est un groupe fini.

I 0

IN w3 1w ) g w = 90w d(Y) lw = 97" lw
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Supposons que G est infini.

On fait un recouvrement de O(d) par des ouverts suffisamment petit U(g(7y)) = {g € O(d) tel que ||g—

g(7)|l <n} et on la complete pour que ¢a recouvre bien O(d).
Comme O(d) est compact, on peut en extraire un recouvrement fini, donc 3y, € T" tel que
lg =gl <n=n>Ilg —gll=lg"llg’ =gl =g~ (¢ =)l = llg™"9" — Lall
Donc ||g71¢' — I4]| < 7, alors le groupe G contient des éléments arbltralrement proche de I'iden-
tité, ce qui contredit le fait que I' soit discret, ce qui est absurde. Donc G = {g(7)|,7v € '}
est un groupe fini.
Notons C' C R? un compact tel que I'(C) = R¢, C existe bien car I' est un groupe cristallogra-
phique.
Posons W' = R4/W
Dongc il existe un application continue 7 : R? — R4/
Soit 7 € W’ (i.e. 3z € R¥ tel que T = x + W), Iy € T tel que y(z) € C car T est cristallogra-
phique.
C= 7(C) C W’ est un compact car 7 est continue.
= . ! /
On défnit, 1° WV = W
= m(y())
Montrons que 7 est bien défini, soient ‘Tlf“nl €cT=r=a+raveczeW _
m(v(z)) = m(g(Mz+t(y)) = 7(9(V) (2 +2)+1(v)) = 7(g(7v)2'+t(7)) = 7(v(2')) car g(7) x € W
par le lemme [2.10]
Donc 7 est bien définie.
Montrons que I < [ som(W’)
Soit 7 € T, soit T € R, y=15(T) = 4~ H(w(y(x))) = 71 (v(x)) = m(y 'y (x)) = 7(e(x))
Donc v~ 17 =e.
Soit 7,7 € T, 77/(7) = F(n(v'(x))) = 7(v'(x)) = 7(y7/(x)), comme vy € T alors 77 € T,
Donc T' < Isom(W").
T est discret car G est un groupe fini.

gw 0 w 1 Wy,
En effet, siye Tl alorsy=| 0 g w' |ety"=1|0 ¢g" w, | avec w, borné.
0 0 1 0 0 1
/
Ona®y= g 1 et comme g,y € G et G est fini, alors I' est discret.

Soit T € W, T =2+ W avec x € R?, Iy € I tel que y(z) € C = n(y(x)) € 7(C)=C =3Iy T
tel que ¥(7) € C

Donc I est un groupe cristallographique.

Soit v = (I4,t) une translation pure, alors ¥(Z) = w(y(z)) =n(t + ) =T car t € W.

donc si v = (Iy,t) (i.e. une translation pure), alors 7 = €.

Donc T est un groupe cristallographique sans translation pure, donc par le lemme [3.7] H W' est
donc de dimension zéro, donc W = R¢, donc I' N (1 x RY) engendre R?

Montrons que I' N (1 x Rd) est un groupe cristallographique.

Soit 4,7 € I'N (1 x RY) = /7L = (I, t)(Ig, —t') = (Ig,t —t') €T = v/~ € T'N (1 x RY)
Alors T'N (1 x RY) < T, done I' N (1 x RY) est discret car sinon I' ne l'est pas.

Comme I' N (1 x RY) engendre RY, on peut prendre d éléments de I' N (1 x R?) qui forme une
base de R?.

Prenons vy, -+ 74 € F N (1 x RY) (avec v; = (I4,t;)) tel que Vect(ty,--- ,tq) = R4

Prenons C' = B(0, Z(Ht 1)), C est fermé par définition et borné car Z(Ht |) < +o0, donc C
i=1 i=1

est compact.

d d d
Soit z € Rz = S Nty = D[ Nilts + S {\i}t; avec \; € R? et |.] la partie entiere et {.} la
i=1 i=1 i=1

partie fractionnaire.
De plus nous pouvons remarquer que si v = (Ig,t) € T'N (1 x RY), alors v(z) = t + x et
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v = (I, — [ Ni]t) € TN (1 x RY).
PR d d d d d
Alors I1 (7 ") (@) = Lo (=IAit) o = (= Alts) + 1t + o {AHs = LA
a () : fent 3
= || 'H1<% Y @)l < D2(JIti]]), done appartient a C.
i= i=1
Alors T'N (1 x RY) est cocompact, donc I'N (1 x R?) est un groupe cristallographique et par le
lemme indice de I' N (1 x R?) est fini dans T O

4 Quelques exemples

4.1 Des translations pures (I x Z?)

Nous pouvons étudier comme premier exemple simple, un groupe cristallographique constitué
seulement de translation pure, nous avons choisi I'; = I, x Z2. Ce groupe cristallographique est
engendré par deux translations pures ((Iz, (0,1)) et (I2,(1,0))) et le domaine fondamental de
ce groupe C' C R? est ici égal a [0,1] x [0, 1] (partie hachurée sur la figure ci-dessous).

/

La figure de I; x Z2.

Nous pouvons montrer que I'; est un groupe cristallographique.
Montrons tout d’abord qu’il est discret. Nous avons choisi ici d’utiliser la norme d’opérateur
maximum ||.||s associé a la norme maximum,on définit ||.||. par,

[ M3(R) —- Ry .
A = (aij)i<icjcs — @%(jzl |ai;])
Soient 71,72 € I'y et 1 # 72
1 0 z 1 0 2
alors, 17 =10 1 21| ety2=10 1 2| avec z1,2],29,25 € Z
0 0 1 0 0 1

0 0 21—2
M —7=10 0 2z —2z,| avec z; — 23 # 0 ou 2] — 25 # 0 car 71 # Ya.
0 0 1
Alors || — 72l = |21 — 22| + |21 — 25| > 0 et appartient a N,
done |71 —2llee = |21 — 22| +[2] — 25| > 1/2.
Donc Vy € I'y, I'y N B(y,1/2) = {7}, d’ou I'; est discret.
Montrons maintenant que I'y est cocompact.
Soit x = (a,b) € R?, alors z = (a,b) = (|a], [b]) + ({a}, {b})
avec |.| la partie entiere (i.e. Va € R,3!n € Z tel que n < a <n+ 1, alors |a] =n)
et {.} la partie fractionnaire (i.e. {a} = a — |a])
On prend v = (I, (—|a],—|b])) € T, alors y(z) = ({a}, {b}) € [0, 1] x [0, 1].
Donc I'y est cocompact.
Donc pour conclure I'y est un groupe cristallographique.
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4.2 Des rotations et des translations avec le produit semi-direct

Ici par rapport a 'exemple précédent, on rajoute les rotations d’angle m et —m. Donc le
groupe cristallographique 'y est égal & Z /27 x Z?, car le groupe constitué de la rotation 7 et
—m est isomorphe a Z/27Z. Comme nous avons des rotations en plus, le domaine fondamental
C' est plus petit, sur la premieére figure nous avons choisi de prendre C' = [0, 1] x [0,1/2] (on a
bien T'y(C) = R?)et sur la deuxiéme figure nous voyons que si on prend C’ = [0,1/2] x [0, 1]
(on a encore T'y(C’) = R?). Les rotations d’angle 7 et —m peuvent se voir comme des matrices
de rotation dans Mayys(R), c’est-a-dire :

-1 0
a5 )

donc les éléments de I'y peuvent s’écrire : ('g 115) avec R € {R.,R_.} et t € Z*.

o

!
|
i
|
I
s i

w)

La figure de Z /27 x Z2.

Nous pouvons aussi étudier 'y = Z/47Z x Z* qui est comme 'y avec en plus les rotations
7/2 et —m/2. Ici le domaine fondamental C' est égal a [0,1/2] x [0,1/2], nous pouvons le voir
sur la figure ci-dessous.

i i
E 4

= SRSy PR St L

]
]
1
1
- -]
\
|
|

-+ - 1-

i
|
I
g~ =+~
!
}
—
I

¥
Il
i
=2y
[
i i
R S e e B e e
! |
| 1
i

]

La figure de Z /47 x Z2.

Nous pouvons aussi étudier I'y = Dg x Z% qui est comme I's avec en plus les rotations
7/4,3m /4, —mw /4 et —37/4. Dans cet exemple nous pouvons voir sur la figure que le domaine
fondamental C' est encore plus petit (hachuré en rouge sur la figure ci-dessous).

’ L]

* LY -\,\ P

S KK

Y

LA N - ~
" 4 i ;

. 2 b AN 1 7

Wi

La figure de Dg x Z2.
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4.3 Un exemple qui ne peut pas s’écrire sous forme de produit semi-
direct

Pour cet exemple nous avons choisi ' =< s, > avec s une symétrie glissée

1 0 1 1 00
(s=10 —1 0] sous forme de matrice) et ¢ une translation pure (¢t= {0 1 1]).
0 0 1 0 01

Ici le domaine fondamental C' = [0, 1] x [0, 1] (partie hachurée en rouge sur la figure ci-dessous).

Nous pouvons aussi voir sur la figure comment se déplace le carré rouge lorsqu’on lui applique
S.

i i
Ll

S

E3) g i : %// | ;

: o]
i L]

ke i we

La figure de I' engendré par s et t.

Montrons maintenant que I' ne peut pas s’écrire sous forme de produit semi-direct.
Montrons d’abord que I' n’a pas d’élément d’ordre 2.

: {10 1\" /10 0\"
Soity el =~y=1Is%t"" =11 |0 —1 0 011 avec oy, B; € Z,¥i € {1,--- ,n}
= =\ 0 1 001
1 0 m
eMontrons que s™ = |0 (—=1)" 0 | ,Vm € Z.
0 0 1
1 0 0
Par récurrence sur m € N, pour m =0, s =Izet [0 (=1)° 0] = I3
0 0 1
On supposons que c’est vrai pour le rang m, montrons que c’est vrai pour le rang m + 1.
1 0 m 1 0 1 1 0 m—+1
st =gms= [0 (=1 oo -1 0] =0 (=)™ 0
0 0 1 0 0 1 0 0 1
Sim < 0, on peut faire le méme raisonnement en posant m’ = —m,
1 0 m
donc s™= [0 (=1)™ 0 |,YmeZ.
0 0 1

1 0 0
e Nous remarquons que t = (I, (0,1)), donc Vm € Z, on a t™ = (I, (0,m)) = |0 1 m
00 1

eMontrons maintenant que II [0 (=1)* x | = 3 oy ,VneN
=\o o0 1 0 (=1)= *
0 0 1
1 0 a; 1 0 (051
Pourn=1, 1 [0 (=1)* x| =[0 (=1)* =x
=\ 0 1 o 0 1

On suppose que c’est vral pour un rang n, on montre que c¢’est vrai pour le rang n + 1.
b
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il 1 0 1e% . 1 0 o 1 0 Qi1
I 0 (_1)011 * =TI 0 (_1)% 0 ( 1)an+1 % _
=t\o o0 1 =\o 0 1 0 0 1
n n+1
1 0 ;a . 0 - 1 0 S
S 0 (=1)omt % = nHl
S >
0 (=1)= * 0 0 1 0 (=1)= *
0 0 1 0 0 1

Donc cette propriété est vraie pour tout n € N.
Donc on obtient :

) N 0 a, 1 0 ;al
y=1I githi — 11 0 (_1)ai x | = i o
i=1 i=1 0 0 1 0 (_1)1:1 *
0 0 1
1 0 o
Alors v = (g,t1), avec g = ( 3 m) et t; = i:ZlOZz
0 (_1)1':1 %
Soit g = I, alors l’ordre de v est différent de 2
Soit g = ((1) 01 = Z a; est impair (# 0) = t; # (0,0).

Donc pour tout v € T, T ordre de v est différent de 2
On a vu que Vy € T', avec v = (g, t1)

1 0
:>g—<0 _1)oug

01 donc si I' est égal a un produit semi-direct de rotation et
translation pure, alors I' = (Z/2Z

z).

une translation pure, donc toutes les translations

) X (2Z x
1 0 2
CarI' =< 5,82t >avec s> = [0 1 0
0 01

pures sont engendrées par < s%,t >= 27 X Z.
SiT'=(Z/27) x (2Z x Z) alors nous avons la suite exacte scindée suivante :

é
1 —2Zx7Z—1T-572/27 — 1
p

avec p, 0 des homomorphismes et p o § = Idz/oz, alors 'ordre de 1 est égal & 2 et on sait que
I'ordre de §(1) divise 2 et I'ordre de p(§(1)) = 1 divise 'ordre de 6(1). Donc l'ordre de §(1) est
égal a 2.

Ce qui est absurde car I' n’a pas d’élément d’ordre 2.

Donc I' ne peut pas s’écrire sous forme de produit semi-direct.
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