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1 Premiére partie : Notions de base

1.1 Variétée topologique

Definition 1 : Soit n un entier naturel. On appelle variété topologique
de dimension n tout espace topologique séparé dans lequel tout point pos-
séde un voisinage ouvert et homéomorphe a une boule ouverte de 1’espace
euclidien R™.

Remarque : Il sera equivalent de demander que cheque point p posséde
un voisinage ouvert homéomorphe a un ouvert quelconque dans R"™. En effet
pour tout U ouvert de R™ contenant f(p), il existe r > 0 tel que B(f(p),r) C
U, f~Y(B(f(p),r)) est donc homéomorphe & B(f(p),r) ouverte dans R™.

1.2 Exemples de surfaces compactes

Dans la suite, on appellera surface toute variété topologique de dimension
2 connexe.

Sphére

Thore

Plan projectif réel

1.3 Du polygone a la surface compacte

Proposition 1 : L’espace quotient obtenu en identifiant deux a deux les
cotés d'un polygone régulier a 2k cotés est une surface compacte.

Preuve : Soient X un polygone régulier a 2k cotés, Y 'espace quotient
obtenu en identifiant deux & deux les c6tés du polygone et 7 la surjection
canonique.

On veut montrer que tout point p de Y a un voisinage ouvert homéomorphe
a une boule ouverte de R? et que Y est un espace séparé.

L’espace quotient Y est muni de la topologie quotient induite pas X

U CY est un ouvert de Y < 7 1(U) est un ouvert de X

Soit p € Y, trois cas se présentent :

Cas n°l : p est 'image d’un point a l'intérieure



FIGURE 1 — Cas n°1

Alors p posséde un unique antécédent p; dans X

Considérons un disque ouvert D(p;,r) C X

Soit D(p,r) = w(D(py,7)), alors D(p,r) est un ouvert de Y contenant p car
71 (D(p,7)) = D(p1,7) étant donné que les points de l'intérieur de X ne
sont identifiés avec aucun autre point de X

Soit T = 7 p, ., continue car D(p,r) est un ouvert de Y et 7 la surjection
canonique.

De plus, si U est un ouvert de D(py,r), comme 7 *(7(U)) = U on a :
7(U) = (U) un ouvert de Y, 7~ est continue.

7 est bien un homéomorphisme de D(py,r) sur D(p,r), et donc p posséde un
voisinage homéomorphe & une boule ouverte de R2.

Cas n°2 : p est 'image d’un point d’'une aréte de X distincte des sommets

Alors p posséde deux antécedents p; et p, chacun dans une aréte A; et
A2 de X.
On considére un disque ouvert D(py, ) C R? de sorte que sa fermeture coupe
A en deux points a; et ap distinct des sommets.
Alors D(pa,7) N A2 = {as, a4}
De plus 7(Jai, as[) = w(]as, as]), quitte & renuméroter, on identifie a; et ay

ainsi que as et ag dans Y.
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FIGURE 2 — Cas n°2

Posons maintenant V' = (D(py,r) U D(pa, 7)) N X un ouvert de X.
Ja, as[Ulag, as| = 771 (7(Jaz, a1[)) car les ponts des arétes de X ont exacte-
ment 2 antécédents, les autes point de (V') en ont un seul.

On a donc 7~ }(m(V)) =V

On veut montrer que 7(V'), ouvert de Y, est homéomorphe a D(0,r) C R?
Posons Uy = D(p1,7) N X et Uy = D(pg,r) N X

ainsi que £y = D(0,7) N{z > 0} et Ey = D(0,7) N {z <0}

Alors, par rotation ou translation, U; est homéomorphe a E; (par une appli-
cation fi) et Uy est homéomorphe & Fy ( par fs).

Les segments |ay, as[ et ]as, ay[ sont envoyées sur {0} x| — r;r[C D(0,r).
Selon le sens du recolement, et donc en composant f, éventuellement avec
une symétris, on peut demander la propriété suivante :

sim € Jay; as] et n € |as; aq| tels que w(m) = w(n) alors fi(m) = fao(n).
V — D(0,r)

x v+  fi(x) pour z € Ui, i =1,2 est

Soit ® I'application suivante :

surjective et continue.

En effet, si W est un ouvert de D(0,r) alors ®~}(1W) est un ouvert de V'
car fi et fy sont des homéomorphismes, E; et Ey des ouverts de D(0,7) et
dNU) = f{HUNE)U £, Y (UNEy).

De plus deux points distincts ont méme image pas ® si et seulement si ils



sont identifiés dans I'espace quotient Y’

On introduit donc 'application ¢ 7T<~V) — ~P(O’ ) ou z est un
T = P(y=d(x)

représentant de .

® est une bijection de (V) sur D(0,7) et ® = dox sur V

Soit U un ouvert de D(0,r), alors ®~(U) est un ouvert de V. Par conséquent

YO U)) = (® o) (U) = & '(U)est un ouvert de V, ®~(U) est donc
un ouvert de m(V), et I'application ® est donc continue.

Pour montrer la continuité de la réciproque @1, il faut montrer que le topo-
logie induite par celle de R? sur D(0,r) coincide avec la topologie quotient
que l'on peut définir sur D(O, r) grace a l'application continue ®.

Soit ' un fermé de V alors ®(F) = fi(FNUy) U fo( FNUsy), fi et fo étant
des homéomorphismes, on déduit que fi(F N Up) (resp. fo(F NUsy)) est un
fermé de E; (resp. Fs) pour les topologies induites par celles de D(0,r) sur
El et EQ.

Or E; et Ey sont des fermés de D(0,7) donc fi(F NUs) et fo(F N Us) sont
des fermés de D(0,7). ® est donc un fermé de D(0, 7).

On en déduit que Fy C D(0,r) fermé < ®~1(Fp) fermé; la topologie de
D(0,r) induite par celle de R? et la topologie définie par ® coincident donc
bien.

Par conséquent, si U est un ouvert de 7(V) alors 7~ 1(U) = &~ 1(¢(U)) ouvert
de V, et comme D(0,r) est muni de la topologie quotient déterminée par @,
on en déduit que ®(U) est un ouvert de D(0,7). &' est continue.

® est bijective, continue et a réciproque continue : ¢’est donc bien un homéo-
morphisme.

Le voisinage ouvert 7 (V') de p est donc homéomorphe au disque ouvert D(0, r)
de R2.

Cas n°3 : p est 'image d'un sommet de X

Soit p; un antécédent de p par . On considére un disque ouvert centré en
p1 et de rayon r suffisament petit pour que sa fermeture intersecte les arétes
issues de py en des points a; et ao tels que la distance pja, soit strictement
inférieure a la moitié de la longueure d’un coté du polygone régulier.

Alors le point as sera identifié avec un point as, qui se situe lui aussi a la
distance r d'un sommet du polygone :
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FIGURE 3 — Cas n°3

-Si ce point ag est confondu avec aq, le point p a un unique antécédent et
les segments Jag; p1] et [p1;az| sont identifiés.

-Sinon le point ag est a la distance r d’'un autre antécédent de p, noté po
et le dique fermé centré en p, de rayon r intersecte I'autre aréte issue de po
en un point ay. On procéde de méme avec ay, il sera identifié avec un point
as situé sur une aréte issue d’'un antécédent de p, et ainsi de suite jusqu’a
revenir a a (voire figue 3).

On obtient ainsi 'ensemble {py,...,p,} des antécédents de p d’une part, et
un ensemble de point {ay, ..., as, } d’autre part, tels que Vi € {2,...,2,_1}, les
points a; et a;, o seront identifiés et ao, sera identifié avec a.

On pose w = U2, D(p;,7) N X alors W C 7~ (W).

Soit x € 7(W) :
-Si z est 'image d’un point de X, il n’a qu’'un antécédent et 71 (x) C W
-Si x est 'image d’un point d’une aréte de X mais pas d’un sommet, il a

deux antécédents xy et xq, et (i1, i) € {1,....,n}%,(j1,72) € {1,...,2n}* tels
que Ty € |ajk, pir| pour k =1 ou 2. Par conséquent 7 !(x) C W.



-Si x est 'image d’un sommet alors x = p car les disques sont suffisament
petit pour ne pas contenir d’autres sommets de X. Dans ce cas on a claire-
ment 7! (z) C W.

Donc m_1(7(W)) = W et W est un ouvert de X donc 7(W) est un ou-
vert de Y. On peut montrer que 7(W) est homéomorphe a D(0,r) d’une
facon analogue au cas précédent, en recollant ensemble les secteurs angu-
laires centrés en les pré-images de p et de rayon r pour obtenir un dique, en
modifiant eventuellement I'angle et en resqpectant 'ordre d’identification :
Vi€ {2,...,2,1}, les points a; et a;.1 seront identifiés, ainsi de a; et ag,.
On a ainsi montré que tout point posséde un voisinage homéomorphe & un
dique ouvert de R2.

Il ne reste plus qu’a montrer que Y est séparé pour finir la preuve de cette
proposition.
Soit (p,q) € Y? avec p # q.
On note {py,..pn} = 7 (p) et {q1,...,qm} = 7 (¢) 'ensemnle des an-
técédents respectifs & p et ¢ par la surjection canonique m. {pi,...,p,} et
{q1, .., qm} sont alors disjoints car p # .
Il reste alors un ouvert de Y de la forme D(p,r) ou 7(V') contenant p, noté
U,(p) et un ouvert de Y de la forme D(p,r’") ou w(V’) ou m(W'’) contenant
q, noté U,/ (q).
Si U,(q) N U,(p) # 0 on remplace :
r par ry=min({r} N @;i e{l,..,n},je{l,...,m})
r’ par ro=min({r'} N @;i e{l,..,n},j€{l,....,m})

Alors on vérifie que les nouveaux ouverts U,, (p) et U,,(q) sont disjoints.
Il existe donc des ouverts disjoints contenant respectivement p et ¢, donc Y
est séparé.
L’espace quotient obtenu en identifiant deux a deux les cotés d’un polygone
régulier est donc une surface compacte.l]

Les polygones réguliers étants homéomorphes au disque unité, on peut
les représenter sous la forme d’un disque unité comme dans la figure 4.
En choisissant un sommet du polygone (celui le plus a gauche) et un sens
de rotation (horaire), on peut décrire la fagon dont on identifie les cotés du



polygone par un "mot". Plus précisement, si la fleche est dans le sens de
rotation, on identifie la lettre avec exposant 1, et un exposant -1 dans le sens
opposé.

FIGURE 4 —

On peut associer a la surface de la figure 4 le mot cab~tc tab™!

1.4 Somme connexe

La somme connexe est une opération qui consiste a "coller" deux surfaces

ensemble selon un procédé précis.
Si D est homéomorphe & un disque fermé D’ de R?, on notera D le sous-
ensemble de D homéomorphe au bord de D’.

Définition 2 : Soient S et S5 deux surfaces disjointes. On considére un
sous-ensemble D; de S; et un sous-ensemble Dy de S,, tous deux homéo-
morphes au disque unité fermé.



On pose S! le complémentaire de D; dans S;, pour i = 1,2 : S/ = S;\D;

Il existe un homéomorphise h de 9D sur 9D-.

On appelle somme connexe de S et Ss, noté S;#S5s, 'espace quotient obtenu
a partir de S7 U S} en identifiant les point x et h(z), Vo € 0D;.

Proposition 2 : La somme connexe de deux surfaces est une surface. Les
propriétés topologiques de le somme connexe de dépendent ni des choix de
disque ni des homéomorphismes.

On peut utiliser un procédé analogue a celui de la proposition 1 pour montrer
que l'espace quotient S;#55 est une surface.

Proposition 3 : Soit S une surface, et S? la sphére unité. Alors S#S5?
est homéomorphe a S.

Preuve : Soir D; un sous-ensemble de S homéomorphe & un disque fermé.
On pose Dy = S?# N {z < 0}. Cet ensemble est homéomorphe a un dique
fermé. Quand on effectue la somme connexe en identifiant le bord de D evec
celui de Dy, comme le complémentaire de D, dans S? est homéomorphe au
disque, cela revient au méme de coller un disque a la place de Dy, et donc la
surface obtenue est homéomorphe a S.[J

Remarque : On peut vérifier que I'opération de omme connexe est com-
mutative, assiciative, et posséde un élément neutre (la sphére). L’ensemble
des classes de surfaces compactes pour la relation "est homéomorphe a" est
donc un semi groupe, il n’y a pas d’inverses.

Soient deux tores T3 et T5. on considére leur écriture sous forme de carré.
Effectuons leurs somme connexe. On commence pas enlever un disque a cha-
qun des tores (parties achurés sur la figure 5).

On recolle ensuite les deux polygones selon ¢; et ¢, ce qui nous donne
finalement la figure 6.

On peut donc associer & la somme connexe de deux tores le mot :bya; bflaflbgagbgflc@

et par récurence la somme de n tores : blalbl_lafl...bnanbn_lan_l

10
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FIGURE 5 — Figure 5 : Deux tores

al b1

al

az b2

b2 a2

FIGURE 6 — Somme connexe de deux tores

1.5 Orientabilité

Nous allons distinguer deux types de surfaces : celles qui sont orientables,

et celles qui ne le sont pas.

Comme tout point d’une surface posséde un voisinage ouvert homéomorphe
a un disque ouvert de R?, choisir une orientation en un point de la surface
revient a choisir une orientation du disque ouvert de R?, par exemple un

repére ou un sens de rotation.

Une surface sera dite orientable si lorsqu’on choisit une orientation en un
point, et que l'on se déplace le long s’un chemin qulconque en gardant le

11



méme choix d’orientation, on retrouve la méme orientation a ’arrivée qu’au
départ.

On commence par définir un chemin tracé sur une surface.

Définition3 : Soit .S une surface. Un chemin tracé sur la surface est une
application continue f d’un intervalle fermé [a,b] de R a valeur dans S. Si de
plus f(a) = f(b), on dit que c’est un lacet.

L’orientabilité d’une surface se définit a partir de la propriété de ses lacets
a changer d’orientation ou non.

Définition 4 : Un lacet d’'une surface S préserve 'orientation si l'orien-
tation au départ et a 'arrivée sont identiques. Sinon, on dit qu’il change
I’orientation.

Définition 5 : Une surface est dite orientable si tous ses lacets préservent
I’orientation. Sinon, elle est dite non orientable.

Proposition 4 : La somme connexe de deux surfaces est orientable si et
seulement si les deux surfaces le sont.

L’orientabilité d’'une somme connexe dépend donc de celle des deux sur-
faces considérées.

2 Seconde partie : Développement de la théorie

2.1 Triangulation des surfaces compactes

Définition 6 : Une triangulation d’une surface compacte S est une famille
finie d’ensembles fermés T, ...,T,, qui couvre la suface et une famille d’ho-
méomorphismes (¢1, ..., ¢,) telles que Vi € {1,...,n}, 3T/ triangle de R? tel
que ¢; est un homéomorphisme de 7} sur 7;. On appelle triangle les T}, cotés
les images des cotés des triangles de R?, et sommets les images des sommets
des triangles de R?. On demande de plus que deux triangles T; et T} (j # 1)
soient disjoints, ou possédent un c6té en commun, ou un sommet en commun.

12



On admetra le théoréme suivant :
Théoréme 1 (T.Rado, 1925) : Toute surface compacte S admet une trian-
gulation

2.2 Théoréme de classification des surfaces compactes

Théoréme 2 : Toute surface compacte est homéomorphe soit a une
sphére, soit a une somme connexe de plans projectifs, soit a une somme
connexe de tores.

Preuve (selon la démarche proposée pas W.S Massey en cing étapes) :
Dans la suite, S désigne une surface compacte, T" une triangulation de S
contenant n triangles.

Premiere étape : d’une triangulation a un polygone

On passe de la triangulation de S & un polygone dont le nombre de cotés
est pair et dont les arétes sont deux & deux identifiées. Tout d’abord numé-
rotons les triangles de la triangulation 7" dans un ordre avantageux.

Proposition 5 : On peut numéroter de 1 a n les triangles de T" de sorte
que Vi € {2,...,n}, le triangle T; posséde un c6té C; en commun avec un des
triangles 11, ..., T; 1.

On choisit un des triangles de la triangulation 7' (nommé T}) et ¢ un coté
de Tl. ElTQ 7é T1 tel que T1 N T2 = C3.

On choisit ensuite un triangle 75 ayant un cété c3 commun a 77 ou 7. On
peut montrer par 'absurde que ce procédé engendre tous les triangles de T :
supposons qu’a un moment donné il reste un ensemble E de triangles non
numérotés, et qu’aucun n’a de cé6té en commun avec les triangles numérotés
{T1, ..., Ty}, alors aucun sommet des triangles numérotés n’est sommet d’un
triangle de E car pour un sommet s donné, on peut numéroter les triangles
de sorte que chacun ait un c6té commun avec le suivant. Or on a supposé
que les triangles de F n’ont pas de c6tés en commun avec {11, ..., Ty }.

Les deux ensemble sont disjoints et le fait qu’ils soient fermés contredit la
connexité de la surface S.

On peut donc numéroter les triangles comme undiqué dans la proposition.

13



Tous les triangles de R? étant homéomorphes, on peut supposer que chacun
des triangles T; de la triangulation 7" est homéomorphe a un triangle equilate-
ral T! de R? tels que tous les triangles T/ ont leurs cotés de méme longueure.
On pose ¢; 'homéomorphisme de T} sur T;.

On cole les triangles T7 et T3 selon 'antécédent ¢, de co par ¢y, le triangle
T} & un des triangles précédents celon c; et ainsi de suite jusqu’a 7T,.

Soit P le sous-ensemble de R? ainsi obtenu.

Nécessairement, les cotés des triangles 77, ..., 7, dont les images par les ¢;
correspondants de sont pas dans {cs, ..., ¢, } sont identifiés avec un autre coté
qui n’est pas lui non plus une préimage d’un ¢;.

En considérant de bord du polygone P (homéomorphe & S et a un disque),
on obtient une succession de cotés qui seront deux a deux identifiés.

FIGURE 7 — D’une triangulation & un mot

La figue 7 illustre le procéssus : on part de la triangulation
{ABC,ACE,CEF,EFB,FBA,ADF,ADE, BDE, BDC,CDF'}
({1, 15, T5, Ty, Tro, T7, T, T3, To, Ty })
On colle ensuite les triangles selon la régle énoncé plus haut. Enfin en par-
courant le tour du polygone, on obtient une représentation sous forme de
cercle.

Deuzieme étape : élimination des paires adjacentes de premiére espéce
On utilise I'ecriture introduite précedement pour décrire ’enchainement

des cotés autour de polygone. Par exemble, la figure 7 peut étre décrite par
le mot : bedd_qebf f_icea_;a.

14



Définition 7 : On appelle paire de premiére espéce les paires de cotés
pour lesquelles les exposants 1 et -1 apparaissent. Les autres sont dites de
deuxiéme espéce.

Rappel : La sphére peut étre écrite par le mot aa™! ; c¢’est I’élément neutre
pour la somme connexe.

Si a et a~! apparaissent cote a cote, et si P a d’autres cotés, alors on peut
supprimer ces deux cotés de la liste. En effet cela a revient & considérer la
somme connexe de S’ avec la sphére S2%, ce qui est homéomorphe & 5.
L’exemple de la figure 7 devient bcebce.

Troiséme étape : identifier en un seul point tous les sommets du polygone
Cependant, a l'issue de 'étape 2 certains sommets peuvent ne pas étre
identifiés avec d’autres, comme c’est le cas de ’exemple suivant, ol les som-

mets indiqués par la lettre A ne seront pas identifiés avec les sommets notés
B, ni ceux portant la lettre C.

15



B

FIGURE 8 — Elimination d’un sommet de la classe de A

Comme on I’a remarqué, certains sommets peuvent de pas étre identifiés.
On désigne pas classe d'un sommet A l'ensemble des sommets qui seront
identifiés avec A.

On se propose de supprimer la classe de A par la méthode de "couper-coller"
qui consiste a couper le polygone a certains endroits et a recoller les mor-
ceaux différement.

Forcement, il y a un endroit ou deux sommets successifs A et B ne seront pas
identifiés. Coupons donc, comme sur la figure 8 selon le segment ¢ reliant le
sommet B avec celui juste avant A, et recollons le suivant a.
Nécessairement a # b, autrement soit les sommets A et B seraient identifiés
soit on pourrait appliquer I'étape 2.

Voici maintenant I'algorithme pour finalement obtenir un polygone dont tous
les sommets vont étre identifiés.

Si on peut appliquer de nouveau ’étape 2 on I'applique, et s’il reste en-
core des éléments dans la classe de A on leur applique de nouveau I’étape 3,
jusqu’a que cette derniére soit vide. Ensuite, s’il y a encore plusieurs classes
de sommets, on en choisit une autre et on l’élimine de la méme maniére,
jusqu’a que finalement il ne reste plus qu'une classe de sommet.

Remarque : Les classes de sommets finieront toujours par étre vide car
elles ne possédent qu'un nombre fini de sommets et que 'appliquation de
I’étape 3 diminue le nombre de sommet dans une classe de 1 & chaque fois.
L’application de I'étape 3 a la figure 8 engendre le plan projectif.

16



Quatrieme étape : rendre adjacente les paires de seconde espéce

On remarque que dans I'expression de la somme connexe de plans projec-
tifs, les paires de seconde espéce sont toutes adjacentes. On se propose donc,
par la méthode de couper-coller, de les méttre cote a cote.

a

FIGURE 9 — Rendre adjacentes les paires de seconde espéce

Supposons qu’il y ai une paire a,a de seconde espéce telle que les deux
cOtés ne se suivent pas. Alors on découpe le polygone selon le segment ¢ in-
diqué sur la figure 9, et on recolle selon a. Les lettres 8 et v représentant des
mots.

Dans le polygone que l'on obtient, les deux cotés portant le lettre ¢ se
suivent. On remarque que cela n’a pas changé I'ordre des lettre 3 et ~.
On peut donc procéder de méme avec les eventuelles autre paires de seconde
espéce sans séparer celles qui ont déja été réunies.

Une fois que toutes les paires de seconde espéce sont adjacentes, s’il n’y a
pas de paires de premiére espéce, on obtient I’ecriture d’une somme connexe
de plans projectifs, et donc la surface S est homéomorphe a une somme
connexe de plans projectif.

S’il y a des paires de premiére espéce, il faut continuer.
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Cinquiéme étape : les paires de premiére espéce

F1GURE 10 — Une paire de premiére espéce

Supposons qu’a lissue de la quatriéme étape il reste une paire de la pre-
miére espéce, indiquée par a, et au moins quatres cotés. Alors il y a une
deuxiéme paire de premiére espéce, indiquée par la lettre b telle que la suc-
cession de cotés s’ecrive : aBbya~ b L.

En effet comme 1’étape 4 est terminé, les paires de deuxiéme espéce sont
adjacentes, donc si on suppose qu’il n’y a pas de paire de premiére espéce b
telle que le mot aBbya=16b~t\ décrive la surface, cela signifie que la surface
peut étre obtenue par le mot afa~'y ol aucun coété de 5 ne sera identifié
avec un coté de . La surface peut alors étre représenté par la figure 10.
Les sommets A et B appartiennent a des classes diffecentes, ce qui contredit
le fait qu’on a terminé I’étape 2.

Il existe donc bien une dexiéme paire b de premiére espéce, telle que le
polygone soit decrit par le mot aBbya=t6b=t\.
On veut les rendre consécutifs de facon a retrouver l'ecriture d’un tore :
aba='b~1.0n procéde encore par couper-coller. L’idée est de choisir une ex-
trémité d’un coté portant la lettre a, de le relier avec 'autre cété portant la
lettre a pour rendre successifs les cotés de premiére espéce. On coupe selon ¢
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et on recolle selon b, et on procéde ensuite de méme en reliant les extrémités
de ¢, on coupe selon d et on recolle selon a (voire figure 11).

FIGURE 11 — Etape 5

On obteient donc un polygone de coté ded~tc™!BAd, ce qui est bien de
la forme que 1’on voulait.
On procéde de méme s’il reste des paires de premiére espéce que ne se suivent
pas selon le schéma du tore.
Si & la fin, il n’y a que des paires de premiére espéce on obtient 'ecriture
d’une somme connexe de tores.
Il reste le cas ou il y a des paires de premiére et de deuxiéme espéce. Nous
avons donc la propriété suivant :

Proposition 6 : La somme connexe d’un tore et d'un plan projectif est
homéomorphe & la somme connexe de trois plans projectifs.

Preuve (Nous suiverons ici la preuve proposée par Y.Félix et D.Tanré)
Considérons un tore et un plan projectif. Si on effectue leur somme sonnexe,
on obtient la figure 11. On coupe selon d et on recolle selon c. Les paires
désignées pas a et b sont alors de la seconde espéce, et on procéde comme dans
I’étape 4 pour les rendre adjacents. Sans détailler, on obtient successivement
les représentations indiquées sur la figure 13.
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FIGURE 12 — Somme connexe d'un tore et d’'un plan projectif
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FI1GURE 13 — Utilisation de 'étape 4
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La derniére figure représente bien la somme connexe de trois plans pro-
jectifs.
Par conséquent, en utilisant cette propriété autant de fois que I'on a des qua-
druplets de la forme aba~'b~! suivit d'un couple cc, on obtient une somme
de plans projectifs.
On a donc démontré que toute surface compacte est homéomorphe soit a
une spheére, soit & une somme connexe de plans projectifs, soit & une somme
connexe de tores.[]

Néanmoins, nous n’avons pas encore prouvé qu’il n’est pas possible de
réduire d’avantage le nombre de classes de surfaces.

2.3 Caractéristique d’Euler

Définition 8 : Soit S une surface compacte muni d’une triangulation 7.
On note S le nombre de sommets, A le nombre d’arétes et F le nombres de
triangles de T'. La caractéristique d’Euler de la surface S est le nombre noté

X(S) et défini par x(S) =5 —- A+ F.

Proposition 7 : Soit T la triangulation d’une surface S, T} inscrit dans
un triangle de 7" tel que T} n’ait pas un seul sommet dans 7" (on s’autorise
tous sommets de Tk sur differentes arretes, deux sommets confondus et Tk
appartenant a T).

Alors on a T'U T}, une triangulation de S, et de plus x(7T") = x(T'U T})

Preuve : On pose x(T') = n et T; le triangle de T' contenant T
Trois cas différent :

Cas n°1 : Les trois sommets de T), sont sur des arétes distinctes de Tj.
T}, divise donc T; en trois triangles.

Alors x(T;) =3 -3+ 1=1et x(T;|Tx) =6 —9+4 =1 ( voir figure 14)

Cas n°2 : Deux sommets de T, sont confondu avec ceux de T;.
Alors x(T;) =3 -3+ 1=1let x(T;|Tx) =4—-5+2=1

Cas n°3 : Les trois sommets de Ty, sont confondus avec ceux de Tj.
Alors T, =T, et TUT, =T
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Dans les 3 cas on a bien que le rajout d’un triangle dans 7" ne change pas
la caractéristique d’Euler de la surface S.[]

Proposition 8 : Quelque soit T et T; deux triangulation d’une méme
surface S, on a x(71) = x(73).

Preuve : On identifie une triangulation & la donnée des points de S et
des segments entre ses points (P, S).
On a P, = {sommet de T\ }, S = {segment de T}, ainsi que
Py = {sommet de To} et Sy = {segment de Ty}.

FIGURE 14 —
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Partons de T}, on prend P = PlUP,UI, avec I = {instersection des segments de Sy et Sy}
on cherche S respectant les conditions suivantes (car S = S; U Sy n’est pas
forcement une triangulation) :

FIGURE 15 —
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Pour tout x sommet appartenant a Sy U I mais pas a S; et n’étant sur
aucun segment de P; on considete ABC le plus petit triangle contenant x, on
ajoute arbitrairement un segment passant par x et respectant les conditions
de la proposition precedentes et on note Sy = S;U.S, avec S, 'ensemble des
segments que 1’'on vient d’ajouter :

FIGURE 16 —

On a donc tout point de P étant soit sur une arrete, soit uniquement
sommet de un ou plusieurs triangles succesivement, pour chaque point x de
P, U T on ajoute arbitrairement tous les segments [xy| tels que y est sommet
opposé de I'arrete contenant x (au plus deux segments pour chaque point). :
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FIGURE 17 —

On a maintenant une triangulation contenant P = P, U P, U I et Sx
telle que tout point de P est uniquement un sommet on peut donc ajouter
simplement les segments de Sy et conserver la propriété de triangulation. :

FIGURE 18 —
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On a donc construit une méthode respectant les hypothéses de la propo-
sition précedente pour passer de T} a T' et donc x(T') = x(11)
De méme pour 75 on a ainsi construit une super-triangulation 7' contenant
T1 et TQ.

Proposition 9 : Deux surfaces compactes homéomorphes on méme ca-
ractéristique d’Euler.

Preuve : Soient Sy et Sy deux surfaces compactes homéomorphes pas f.
On muni S; d’une triangulation 7. Par I’homéomorphisme f, cette triangu-
lation est envoyée sur une triangulation de S, et donc les deux surfaces ont
méme caractéristique d’Euler.[]

On obtient donc un moyen de distinguer les classes de surfaces compactes,
car alors, deux surfaces compactes ne seront pas homéomorphes si elles n’ont
pas la méme caractéristique d’Euler.

Commencons par calculer la caractéristique d’Euler d’'une somme connexe de
deux surfaces.

Prposition 10 : Soient S; etS; deux surfaces compactes. La caractéris-
tique de la somme connexe S;#Ss est alors : y(S1#4S2) = x(S1) + x(S2) — 2.

Preuve : Considérons une triangulation 7} de S; et une triangulation T,

de S5. Comme l'intérieur de chaque triangle est homéomorphe a un disque
ouvert, on choisit pour réaliser la somme connexe d’enlever & S; 'intérieur
d’un triangle A;AAs, et a Sy, l'intérieur d’un triangle By By Bs. Pour les re-
coller, on identifie poir i € {1, 2,3} le sommet A; avec le sommet B;, et donc
le coté A;A; avec le coté B;B;.
Il reste & compter le nombre de sommets, cotés et triangles obtenus. Pour
les sommets, on obtient les sommets de S; plus les sommets de S; moins
3 du fait des identifications, de méme pour les arétes et pour les triangles,
on obtient la somme du nombre de triangles de S; et de Sy moins les deux
triangles qu’on a enlevé. On a donc :

X(S1#52) = x(S1) + x(S2) =3+ 3 — 2= x(51) + x(52) — 2

Ce qui est bien la formule attendue.
Par conséquent, on peut calculer la caractéristique d’Euler de chacune des
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surfaces données par le théoréme de classefication des surfaces compactes a
partir de celles du tore, de la sphére et du plan projectif :

Surface compacte S x(S)
Spheére 2
Tore 0
Somme connexe de n tores 2-2n
Plan projectif 1

Somme connexe de n plans projectifs  2-n

Comme de plus des surfaces homéomorphes ont méme orientabilité, on
a donc bien que les classes d’équivalence du théoréme de classification des
surfaces compactes sont deux a deux différentes.
Ainsi on a le théoréme suivant :

Théoréme 3 : Deux surfaces compactes sont homéomorphes si elle on
méme caractéristique d’Euler et méme orientabilité.

Au lieu de considérer la caractéristique d’euler on onsidére parfois un
autre nombre, le genre g, que I'on obtient par la formule suivante :

1
—(2—=x(S5)) si S est orientable

9=19 2 (1)
2 —x(S) si S est non orientable

Le genre g d’une surface compacte est nul si elle est homéomorphe a
une spheére, et correspond sinon au nombre de tores (cas orientable) ou de
plans projectifs (cas non orientable) de la somme connexe a laquelle est ho-
méomorphe la surface. On a donc une classification compléte des surfaces
compactes et un moyen de déterminer & quelle classe elles appartiennent
grace a leur orientabilité et leur genre.
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