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1. Le THEOREME DE THALES ET LE THEOREME DE LA DROITE DES MILIEUX

Pré-requis : égalité et similitude de triangles.

Objectif : Lobjectif de ce TD est de démontrer de maniére élémentaire le théo-
réme de Thales au moyen de la « méthode des aires » employée par Euclide dans
Les Eléments ainsi que le théoréme de la droite des milieux.

Exercice 1 (aire : découpages et recollements)

Soient ABC'D et BCFE deux parallélogrammes possédant la méme base [ BC']
et situées entre les mémes paralléles (i.e. les cotés [AD] et [ EF'] sont sur la méme
droite paralléle a la base[ BC']).

FiGURE 1. Les parallélogrammes ABCD et BCF'E ont la méme aire.

1) Justifier que les triangles AEB et DF'C' sont égaux.
2) En déduire que les parallélogrammes ABCD et BCF'E ont méme aire.
On en déduit aussitdt la méme proposition pour les triangles (pourquoi ?).

On considere a présent la figure 2 sous les hypothéses suivantes : (AC) L(BD);
(EF) || (BD); OB = BG = GH.

E A F
H G B C D K L

FiGURE 2. La proposition VI.1 des Eléments d’Euclide

aire (AGC) _ 2 _ GC
aire (AHC) 3~ HC"

On admettra la proposition suivante, plus générale :

3) Démontrer que

Proposition (Eléments VI.1). Les triangles qui possédent la méme hauteur
sont I'un relativement a l’autre comme leurs bases.
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qui admet pour corollaire le «lemme des proportions » (ainsi nommé par
Perrin) :

Lemme (Lemme des proportions). Soient ABC et AB'C' deux triangles ayant

en commun le sommet A et dont les cotés [ BC'] et [ B'C'] sont portés par la
méme droite. Alorson a:

aire(ABC)  BC
aire(AB'C") — B'C"

-

B H ¢ B’ C

Ficure 3. Le lemme des proportions

dont on va faire un usage constant dans la suite.

Exercice 2 (Le théoréme de Thales)

On se propose de démontrer le théoreme de Thalés en utilisant la méthode eu-
clidienne des aires.

FiGURE 4. Le théoréme de Thalés démontré par les aires

1) Justifier que les triangles BDE et CDE sont égaux en aire.
2) Justifier que

aire(BDE)  BD

aire(ADE) ~ DA’
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BD CFE
DA~ EA
4) On considere la parallele a (AB) passant par E qui coupe (BC) en F.
DE _ aire(ABF)

BC  aire(ABC)’

b) Justifier que aire(ABF') = aire(ABE).

DE AFE

BC ~ AC

3) En déduire que Conclure.

a) Démontrer que

¢) En conclure que

Exercice 3 (Le théoreme de Thalés et la similitude des triangles)

1) Enoncer la définition de la similitude de figures rectilignes. Justifier que la
condition d’égalité des angles n’est pas suffisante.

On se propose a présent de démontrer a I’aide du théoreme de Thales que
la condition d’égalité des angles est suffisante pour établir la similitude des
triangles, i.e. que les c6tés homologues de triangles équiangles sont propor-
tionnels.

Soient ABC' et DC'E des triangles équiangles (voir figure 5). On suppose
que [ BC] est placée en alignement avec [C'E].

Ficure 5. Triangles équiangles et triangles semblables

2) Justifier que lasomme des angles ABC'+DEC estinférieure a « deux droits ».
En déduire que les droites (AB) et (DE) sont sécantes.

3) Soit F' le point d’intersection des droites (AB) et (DE). Démontrer que
FACD est un parallélogramme.

4) Démontrer a l'aide du théoreme de Thaleés que les triangles ABC et DCE
sont semblables.

Exercice 4 (Le théoréme de la droite des milieux)

Soient ABC' un triangle et D et E les milieux respectifs des segments [AB] et
[AC].

1) Rappeler I’énoncé du théoréme de la droite des milieux.

On trace la droite parallele a la droite (BC') [resp. la droite (AC)] passant
par D qui coupe [AC] en E' [resp. [BC] en F'].
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2) Démontrer que les triangles ADE' et BDF' sont égaux.

3) Justifier que AE' = E'C.

4) Conclure en démontrant le théoréme de la droite des milieux.
On trace les médianes (DC') et (BE) qui se coupent en G.

5) Justifier que les triangles DEG et BG'C' sont semblables en précisant le rap-
port de similitude. En déduire la position du centre de gravité sur chaque
médiane.
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