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1. L� �������� �� T����� �� �� �������� �� �� ������ ��� �������

Pré-requis : égalité et similitude de triangles.
Objectif : L’objectif de ce TD est de démontrer de manière élémentaire le théo-

rème de Thalès au moyen de la « méthode des aires » employée par Euclide dans
Les Éléments ainsi que le théorème de la droite des milieux.

Exercice 1 (aire : découpages et recollements)
Soient ABCD et BCFE deux parallélogrammes possédant la même base [BC]

et situées entre les mêmes parallèles (i.e. les côtés [AD] et [EF ] sont sur la même
droite parallèle à la base[BC]).

F����� �. Les parallélogrammes ABCD et BCFE ont la même aire.

1) Justifier que les triangles AEB et DFC sont égaux.
2) En déduire que les parallélogrammes ABCD et BCFE ont même aire.

On en déduit aussitôt la même proposition pour les triangles (pourquoi ?).

On considère à présent la figure 2 sous les hypothèses suivantes : (AC)·(BD) ;(EF ) Ω (BD) ; CB = BG = GH .
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PROPOSITIONS
1

Les triangles et les parallélogrammes qui sont sous la même hauteur
sont l'un relativement à l'autre comme leurs bases.
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Que d'une part les triangles ABC, ACD, d'autre part les paral-
lélogrammes EC, CF, soient sous la même hauteur AC. Je dis que
comme la base BC est relativement à la base CD, ainsi [est] le tri-
angle ABC relativement au triangle ACD et le parallélogramme
EC relativement au parallélogramme CF.
En effet que la [droite] BD soit prolongée de chaque côté jus-

qu'aux points H, L et que soient placées d'une part des [droites]
égales à la base BC {en quantité quelconque}: BG, GH (1. 2-3),
d'autre part des [droites] égales à la base CD en quantité quel-
conque: DK, KL (Id.); et que AG, AH, AK, AL soient jointes.
Et puisque CB, BG, GH sont égales entre elles, les triangles

AHG, AGB, ABC sont aussi égaux entre eux (1. 38). Donc le mul-
tiple que la base HC est de la base BC, ce même multiple le triangle
ACH l'est aussi du triangle ABC. Alors pour les mêmes raisons le
multiple que la base CL est de la base CD, ce même multiple le tri-
angle ACL l'est aussi du triangle ACD. Et si la base He est égale à
la base CL, le triangle AHC est aussi égal au triangle ACL (1. 38), si
la base HC dépasse la base CL, le triangle AHC dépasse aussi le tri-
angle ACL, et si [elle est] plus petite, [il est] plus petit. Alors de
quatre grandeurs dont d'une part deux sont des bases: BC, CD,
d'autre part deux [sont] des triangles: ABC, ACD, ont été pris
d'une part des équimultiples de la base BC et du triangle ABC: la

F����� �. La proposition VI.1 des Éléments d’Euclide

3) Démontrer que aire (AGC)
aire (AHC) = 2

3
= GC

HC
.

On admettra la proposition suivante, plus générale :

Proposition (Éléments VI.1). Les triangles qui possèdent la même hauteur
sont l’un relativement à l’autre comme leurs bases.
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qui admet pour corollaire le « lemme des proportions » (ainsi nommé par
Perrin) :

Lemme (Lemme des proportions). Soient ABC et AB ¨
C

¨ deux triangles ayant
en commun le sommet A et dont les côtés [BC] et [B ¨

C
¨] sont portés par la

même droite. Alors on a :
aire(ABC)
aire(AB ¨

C
¨) = BC

B
¨
C

¨ .

F����� �. Le lemme des proportions

dont on va faire un usage constant dans la suite.

Exercice 2 (Le théorème de Thalès)
On se propose de démontrer le théorème de Thalès en utilisant la méthode eu-

clidienne des aires.

PROPOSITIONS 159

Livre X. De l'absence de ces résultats dans le Livre VI, il serait toutefois
imprudent de conclure que la connexion entre rapports des carrés et rap-
port doublé du rapport des côtés n'était pas perçue comme évidente13•

2

Si une certaine droite est menée parallèle 14 à l'un des côtés
d'un triangle, elle coupera les côtés du triangle en proportion; et
si les côtés du triangle sont coupés en proportion, la droite join-
te entre les [points de] section sera parallèle au côté restant du
triangle.

A

c

En effet que soit menée la [droite] DE, parallèle à l'un des
côtés BC du triangle ABC. Je dis que comme BD est relativement
à DA, ainsi [est] CE relativement à EA.
En effet que BE, CD soient jointes.
Le triangle BDE est donc égal au triangle CDE; car ils sont sur

la' même base DE et dans les mêmes parallèles, DE, BC (1. 38); par

13. cf. PMDSEE, 163. De fait la Prop. XII. 1 explicite que le rapport de deux carrés est
le rapport doublé du rapport des côtés. V. ElIS, IV, 79. 14-16. Au cours de la démonstration
de la Prop. 24 des Données, cette connexion paraît aussi tout à fait claire; v. EHM, VI, 44.10 -
46. Il, en part. 44.26 - 46.4. V. aussi Prop. VI. 20 et 22 comm. Enfin à partir de AE: EB :: EB:
EC, Pappus affirme que le rapport AE: EC est le même que celui des carrés décrits sur AE et
EB, en se référant explicitement à la Prop. VI. 20; v. Papp., VIII. Prop. 19, 1100. 15. Cela
pourrait aussi correspondre au second Por. après VI. 20 (v. VI. 19 comm.).

14. Pour indiquer le parallélisme, le texte utilise la seule préposition «napa»; Archi-
mède utilise également souvent cette terminologie qui se trouve aussi dans le célèbre texte
des Topiques d'Arstt. (not. «Sur les théories des proportions », B, IV, 3). V. DHTGG,
321-322. Dans l'ecthèse on revient à l'adjectif «parallèle»; l'énonciation avait été corrigée
dans les Mss. B et V (2em.); v. EHS, II, 42.

F����� �. Le théorème de Thalès démontré par les aires

1) Justifier que les triangles BDE et CDE sont égaux en aire.
2) Justifier que

aire(BDE)
aire(ADE) = BD

DA
.
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3) En déduire que BD

DA
= CE

EA
. Conclure.

4) On considère la parallèle à (AB) passant par E qui coupe (BC) en F .

a) Démontrer que DE

BC
= aire(ABF )

aire(ABC) .

b) Justifier que aire(ABF ) = aire(ABE).
c) En conclure que DE

BC
= AE

AC
.

Exercice 3 (Le théorème de Thalès et la similitude des triangles)

1) Énoncer la définition de la similitude de figures rectilignes. Justifier que la
condition d’égalité des angles n’est pas su�sante.

On se propose à présent de démontrer à l’aide du théorème de Thalès que
la condition d’égalité des angles est su�sante pour établir la similitude des
triangles, i.e. que les côtés homologues de triangles équiangles sont propor-
tionnels.

Soient ABC et DCE des triangles équiangles (voir figure 5). On suppose
que [BC] est placée en alignement avec [CE].
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Aristote la mentionne dans son analyse de l'arc-en-ciel au Livre III des
Météorologiques31 •

S'il est encore besoin de souligner l'importance de cette configura-
tion, rappelons le rôle essentiel qu'elle joue dans l'analyse qui conduit à
la construction du pentagone régulier32 • Dans ce cas particulier BA =BC
et BI = lA = AC et d'après ce qui précède:

BC : BI :: BI : IC :: AB : AC :: Ba : OJ.
Et a partage BJ en extrême et moyenne raison; on en déduit que 1

divise Ba dans le même rapporr3\ donc 102 = OB. BI = OB. OC et OC
=lB et C divise aussi la en extrême et moyenne raison; on a AB = BC =
la = OA et le triangle ABO est isocèle en A. Il constitue la partie supé-
rieure d'un pentagone régulier de diagonale Ba et de côté AB, tandis
que le triangle AIC constitue la partie supérieure du pentagramme de
côté AC.

4

Dans les triangles équiangles sont en proportion les côtés
autour des angles égaux) et homologues ceux qui sous-tendent
les angles égaux.

F

Que les triangles ABC, DCE soient équiangles, ayant d'une
part l'angle sous ABC égal à celui sous DCE, d'autre part celui
sous BAC [égal] à celui sous CDE et encore celui sous ACB à
celui sous CED. Je dis que sont en proportion les côtés des tri-
angles ABC, DCE autour des angles égaux et homologues ceux
qui sous-tendent les angles égaux.

31. V. Meteor., III, 376 a3-9.
32. V. T. l, Prop. IV. 10, comm., 485-486.
33. Car A + B : A:: A: B A: B:: B : A - B (par sép puis inv).

F����� �. Triangles équiangles et triangles semblables

2) Justifier que la somme des angles wABC+wDEC est inférieure à «deux droits».
En déduire que les droites (AB) et (DE) sont sécantes.

3) Soit F le point d’intersection des droites (AB) et (DE). Démontrer que
FACD est un parallélogramme.

4) Démontrer à l’aide du théorème de Thalès que les triangles ABC et DCE

sont semblables.

Exercice 4 (Le théorème de la droite des milieux)
Soient ABC un triangle et D et E les milieux respectifs des segments [AB] et[AC].
1) Rappeler l’énoncé du théorème de la droite des milieux.

On trace la droite parallèle à la droite (BC) [resp. la droite (AC)] passant
par D qui coupe [AC] en E

¨ [resp. [BC] en F
¨].
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2) Démontrer que les triangles ADE
¨ et BDF

¨ sont égaux.
3) Justifier que AE

¨ = E
¨
C.

4) Conclure en démontrant le théorème de la droite des milieux.

On trace les médianes (DC) et (BE) qui se coupent en G.
5) Justifier que les triangles DEG et BGC sont semblables en précisant le rap-

port de similitude. En déduire la position du centre de gravité sur chaque
médiane.
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