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EXERCICES DU CHAP. 3 (COMBINATOIRE ELEMENTAIRE)

Exercice 1. Une inversion d’une permutation o € S,, est un couple (i,5) d’entiers tels que 1 < i < j <n
et (i) > o(j). On note I(c) le nombre d’'inversions de o et 'on définit I, comme le nombre total
d’inversions dans le groupe symétrique S, : I == g 1(0).

1. Démontrer la relation de récurrence : I,, = nl,_1 + n! %‘1

I, nnh-1)

2. En déduire que - = 1 . Comment interpréter cette valeur ?
n!

Exercice 2. Soit n € N*. Pour toute permutation f € S,, on note Fix(f) = {i € {1,...,n} | f(i) = i}
I’ensemble des points fixes de f.
1. Pour un i € {1,...,n} donné, combien y a-t-il de permutations f € S,, qui fixent ¢ ?
2. En déduire que Zfesn |Fix(f)| = n!.

Exercice 3. (Extrait de 'examen de juin 2018) On avance sur la droite réelle, dans le sens positif, en partant
de 0. Pour tout entier n > 1, on note T}, le nombre de fagons d’effectuer un trajet de longueur n — 1 en
faisant uniquement des pas de longueur 1 ou 2. Les deux questions suivantes sont indépendantes.

1) Démontrer que T,, est égal au n-ieme nombre de Fibonacci F,,, défini par

Fi=F=1 e VneN* F.,H_g = Fn+1 + F,.

2) Exprimer T,, comme une somme de coefficients binomiaux, en comptant le nombre S, ; de facons
d’effectuer un trajet de longueur n — 1 avec k pas de longueur 2 (et les autres de longueur 1).

Exercice 4. Soient m,n,r € N. Montrer les propriétés suivantes de deux facons : par le calcul et par un
raisonnement combinatoire.
1. Sir <malors A} A7'" 7 = A™

n n—r

n (1) =m(y,)

("t =32 (1) (") (identité de Vandermonde) ;

r

(:f) (:;_:) = (;) (T) puis Y (Z) (Z:i) =2m (:fl) (posé & 'examen de janvier 2018) ;

Pk () = ().

oo W

Exercice 5. Soit n € N.
1. Déduire de la fin de I'exercice précédent les formules :

1
n __ n+1
(Fam) >, Ap= mAerr
0<k<m
2. On pose Sj(m) = ij. Utiliser les formules (Fi ), (Fa,m) et (F3m) pour calculer Sy(m), Sz(m)

k=1
et Sg(m)

Exercice 6.
1. Combien de mots sans répétition de lettre peut-on former avec les lettres du mot FACULT E ?
2. Combien existe-t-il d’anagrammes du mot BAOBAB 7 Et du mot MISSISSIPI 7
3. Combien de mots peut-on former en utilisant uniquement des lettres de BAZAR ?

Exercice 7. (Extrait de 'examen de janvier 2018) Papa fait 3 galettes : une grosse, une moyenne et une
petite. Il y répartit n feves identiques. Il veut en mettre au moins trois dans la grosse, au moins deux
dans la moyenne et au moins une dans la petite. Combien a-t-il de possibilités ?

Exercice 8.
1. De combien de maniéres peut-on distribuer n pieces de 1 euro a k enfants de sorte que chaque enfant
ait au moins un euro ?
2. De combien de maniéres peut-on distribuer n pieces de 1 euro & k enfants ? (& présent, un enfant
peut ne rien recevoir).
3. De combien de manieres peut-on distribuer n pieces de 1 euro a k enfants de sorte que chaque enfant
ait au moins deux euros 7


https://fr.wikipedia.org/wiki/Signature_d%27une_permutation#D%C3%A9finition_de_la_signature

4. De combien de maniéres peut-on distribuer n pieces de 1 euro a k garcons et j filles de sorte que
chaque fille ait au moins un euro ?

Exercice 9. Soient k,n € N*,

1. Une urne contient n boules distinctes et I’on veut sélectionner k boules. Cette sélection peut se faire
de quatre manieres différentes (avec ou sans remise de la boule qui vient d’étre tirée, en tenant compte ou
non de 'ordre dans lequel les k boules ont été sélectionnées). Compléter le tableau suivant en indiquant
dans chaque cas le nombre de sélections possibles.

avec sans
ordre | ordre

avec
remise

sans
remise

2. Soient X ={1,2,...,k} et Y ={1,2,...,n}. On consideére les ensembles :
U= {feYX]|festinjective} ;
V ={f € YX | f est croissante (au sens large)} ;
W = {f € YX | f est strictement croissante}.
Vérifier que [YX|, |U|, |V et [W| remplissent les cases du tableau de la question 1.

Exercice 10. (Extrait de ’examen de janvier 2018) Soient A, B,C, D quatre ensembles tels que |A| = 18,
|B| =23, |C| =21, |D| =17, |AnB| =9, |AnC| =7, ]AnD| =6, |BNC| =12, | BN D| =9,
|[CND| =12, |[ANBNC|=4,|ANBND|=3,|[ANCND|=5,|BNCND|=Tet |ANBNCND|=3.
Quel est le cardinal de AUBUCUD ?

Exercice 11.
1. Soient N, d € N*. Quel est le nombre d’entiers (strictement positifs) inférieurs ou égaux & N qui sont

des multiples de d 7
2. Dans l’ensemble {1,2,...,1000}, on enléve tous les multiples de 2, 3, 5 et 7. Quel est le cardinal de

I’ensemble obtenu 7
3. Toujours dans {1,2,...,1000}, quel est le cardinal de I’ensemble obtenu une fois qu’on a enlevé tous

les multiples de 8, 12 et 15 7

Exercice 12. Un dérangement d’un ensemble X est une permutation de X sans point fixe (f € Sx et f(z) # x
pour tout z € X). Pour tout n € N, on note d(n) le nombre de dérangements d’un ensemble a n éléments.
Utiliser le principe d’inclusion-exclusion pour montrer que

_ o D
d(n)fn!kzzo T

Indication : on utilisera les ensembles A; := {f € Sx | f(¢) =i}, pour i € X.

Exercice 13. Utiliser la formule des classes pour résoudre les deux questions suivantes.
1. Un groupe d’ordre 35 opere sur un ensemble de 19 éléments en ne laissant fixe aucun d’eux. Combien
y a-t-il d’orbites ?
2. Un groupe d’ordre 143 = 11 X 13 opere sur un ensemble de 108 éléments. Montrer qu’il existe un
point fixe.

Exercice 14. Utiliser la formule des classes pour déterminer 'ordre du groupe des rotations du cube et celui
du tétraedre régulier. Méme question pour leurs groupes d’isométries.

Exercice 15.
1. Faire I'inventaire des rotations du cube, sachant qu’il y en a 24 (en comptant 'identité).
2. A Paide de la formule de Burnside, déterminer le nombre de fagons de colorer les faces d’un cube a
rotation pres, avec au plus 3 couleurs a sa disposition.



