
L3 ESR INTÉGRATION 2018-19

TD 3 : THÉORÈMES DE CONVERGENCE

Exercice 1. Soit (X,A, µ) un espace mesuré et f ∈ L1(µ). Montrer que

µ{x ∈ X ; f(x) = +∞} = 0.

Exercice 2. Soit fn : x ∈ [0, 1] 7→ n2x1[0,1/n] + (2n − n2x)1(1/n,2/n] ∈ R.
Montrer que fn est mesurable et calculer

lim inf

∫
[0,1]

fndλ, lim sup

∫
[0,1]

fndλ,

∫
[0,1]

lim inf fndλ,

∫
[0,1]

lim sup fndλ.

Exercice 3. Soit f : R+ → C une fonction de classe C1. On suppose que
f, f ′ ∈ L1(R+). Montrer que f(x)→ 0 lorsque x→ +∞.

Exercice 4. Soit f : (0, 1]→ R une fonction (Lebesgue) intégrable sur tout
intervalle [ε, 1], avec 0 < ε < 1. Montrer que

f est intégrable sur (0, 1]⇐⇒ sup
0<ε<1

∫ 1

ε
|f(t)|dt < +∞.

Exercice 5. Soit (X,A, µ) = (N,P(N), µ), où µ est la mesure de comptage
(µ(E) = ]E). Montrer que f : n ∈ N 7→ an ∈ R est mesurable, qu’elle est
µ-intégrable si et seulement si

∑
|an| < +∞, et que dans ce cas∫

N
fdµ =

∑
n≥0

an.

Exercice 6. Vérifier que la suite fn = n−11[n,+∞) est monotone décrois-
sante, converge uniformément vers zéro sur R+, mais que lim

∫
R+ fndλ 6= 0.

Est-ce en contradiction avec le théorème de la convergence monotone ?

Exercice 7. Donner un exemple d’une fonction continue f : (0, 1]→ R qui
est intégrable au sens (généralisé) de Riemann, mais pas au sens de Lebesgue.

Exercice 8. On note λ la mesure de Lebesgue sur R. Déterminer
1) limn→+∞

∫ 1
0

1+nx
(n+x)ndλ(x);

2) limn→+∞
∫ n
0

(
1− x

n2

)n
dλ(x);

3) limn→+∞
∫∞
1

1
nxe
− x

ndλ(x);
4) limn→+∞

∫
R sin

(
1

nx2

)
dλ(x).
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Exercice 9. Soit (X,A, µ) un espace mesuré et fn, f : X → R des fonctions
intégrables telles que fn(x)→ f(x) p.p.

1) Montrer que ||fn − f ||1 → 0⇒
∫
X fndµ→

∫
X fdµ.

2) Mq la réciproque est fausse en général, et qu’elle est vraie si fn, f ≥ 0.

Exercice 10. Soit fn : x ∈ R+ 7→ e−nx − 2e−2nx ∈ R.
1) Montrer que la série de terme général fn(x) est convergente pour tout

x > 0 et calculer la somme f(x) =
∑

n≥1 fn(x).
2) Montrer que fn et f sont intégrables sur R+.
3) Comparer

∫∞
0 f(x)dx et

∑
n≥1

∫∞
0 fn(x)dx. Que se passe-t’il ?

Exercice 11. Soit (X,A, µ) un espace mesuré et f : X → [0,+∞[ une
fonction mesurable. Montrer que∫

X
fdµ =

∫ +∞

0
µ({f > t})dt.

En déduire que pour tout p ≥ 1,∫
X
fpdµ = p

∫ +∞

0
tp−1µ({f > t})dt.

Exercice 12. Soit (X,A, µ) un espace mesuré, µ(X) = 1, et f ∈ L1(X,R+).
Soit χ : R→ R+ une fonction convexe croissante. Montrer que

χ

(∫
X
fdµ

)
≤
∫
X
χ ◦ fdµ.

Exercice 13. Soit a > 0. Montrer que∫ +∞

0

sin(ax)

ex − 1
dx =

∑
n≥1

a

n2 + a2
.

Exercice 14. On considère la fonction Γ d’Euler,

Γ(z) =

∫ ∞
0

tz−1e−tdt.

1) Montrer que Γ est bien définie et continue sur (0,+∞).
2) Montrer que Γ est C∞ et calculer Γ(k) pour tout k ∈ N∗.
3) Mq Γ(z + 1) = zΓ(z) et en déduire la valeur de Γ(n) pour n ∈ N∗.


