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TD 4 : MESURES PRODUITS

Exercice 1. Soit α ∈ R. Étudier l’intégrabilité (au sens de Lebesgue) des
fonctions suivantes:

f(x, y) = 1
(1+x+y)α sur ]0,∞[2 g(x, y) = 1

(x+y)α sur ]0, 1[2

h(x, y) = 1
(x2+y2)α

sur ]0, 1[2 k(x, y) = sin(x−y)
x2+y2

sur ]0, 1[2

φ(x, y, z) = 1
x+y2+z3

sur ]0, 1[3 h(x, y, z) = 1
(x2+y2+z2)α

sur ]0, 1[3.

Exercice 2. Calculer l’intégrale J =
∫∞
0 e−x

2
dx. On pourra montrer que

J2 =
∫
D e
−(x2+y2) d(λ⊗ λ), D =]0,∞[2, et passer en coordonnées polaires.

Exercice 3. Soit f : (x, y) ∈ R2 7→ x2−y2
(x2+y2)2

∈ R. Montrer que∫ 1

−1

(∫ 1

−1
f(x, y)dx

)
dy 6=

∫ 1

−1

(∫ 1

−1
f(x, y)dy

)
dx.

Est-ce en contradiction avec le théorème de Fubini ?

Exercice 4. Montrer que la fonction (x, y) ∈ R2 7→ e−y sin(2xy) ∈ R est
intégrable pour la mesure de Lebesgue sur [0, 1]× R+ et en déduire que∫ +∞

0

(sin y)2

y
e−ydy =

ln 5

4
.

Exercice 5. On considère la fonction f : (x, y) ∈ R2 7→ sin(x2 + y2) ∈ R.
1) Soit Dn = {(x, y) ∈ R2 | x2+y2 ≤ nπ}. Calculer Jn =

∫
Dn
|f | d(λ⊗λ).

2) La fonction f est-elle λ⊗ λ−intégrable sur R2?

Exercice 6. On considère les espaces mesurés (X,A, µ) et (Y,B, λ), où

X = [0, 1],A = P(X), µ(A) = card(A) est la mesure de comptage,
Y = [0, 1],B est la σ-algèbre de Borel sur [0, 1], λ est la mesure de Lebesgue.

On note Inj = [ j−1n , jn ] et Qn = (In1 × In1 ) ∪ (In2 × In2 ) ∪ · · · ∪ (Inn × Inn ).

1) Montrer que l’ensemble Qn est A⊗ B-mesurable.
2) En déduire que D = {(t, t) | t ∈ [0, 1]} est A⊗ B-mesurable.
3) On note f = 1D. Calculer

∫
X f(x, y) dµ(x) et

∫
Y f(x, y) dλ(y), puis∫

Y

(∫
X
f(x, y) dµ(x)

)
dλ(y) et

∫
X

(∫
Y
f(x, y) dλ(y)

)
dµ(x).
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Exercice 7. Soit Ω ⊂ RN un ensemble Borel mesurable et f : Ω → R une
fonction Borel mesurable. Le graphe de f est l’ensemble

Gf = {(x1, . . . , xN , xN+1) ∈ RN+1 | xN+1 = f(x1, . . . , xN )}.
Mq Gf ⊂ RN+1 est Borel mesurable et que sa mesure de Lebesgue est nulle.

Exercice 8. Soit f ∈ L1(Rn) et g ∈ Lp(Rn) avec 1 ≤ p ≤ +∞. Montrer
que y 7→ f(x − y)g(y) ∈ L1(Rn) pour presque tout x ∈ Rn et que le produit
de convolution de f et g

f ? g(x) =

∫
Rn
f(x− y)g(y)dy

vérifie f ? g(x) = g ? f(x), et f ? g ∈ Lp(Rn) avec

||f ? g||p ≤ ||f ||1||g||p.

Exercice 9. Soit a, b > 0 et fa : x ∈ Rn 7→ e−a|x|
2 ∈ R. Calculer fa ? fb.

Exercice 10. Soit f(x) =

∞∑
n=1

e−nx

n
.

1) Déterminer les valeurs de x pour lesquelles f est bien définie.

2) Calculer f ′ et en déduire que f(x) = −
∫ ∞
x

1

1− et
dt, ∀x > 0.


