L3 ESR INTEGRATION 2018-19

TD 4 : MESURES PRODUITS

Exercice 1. Soit a € R. Etudier I’intégrabilité (au sens de Lebesque) des

fonctions suivantes:
— 1 1
f(@,y) = aazggye swrl0,o0]

? 9(@,y) = Gy sur 0, 12

hw,y) = oy sur 10,12 k(w,y) = T sur 0,112

¢($,y, Z) = xiézd SUT]O, 1[3 h(m,y,z) = W SU’I"]O, 1[3
+y7+ (22 4y +27)

Exercice 2. Calculer lintégrale J = fooo e~ dz. On pourra montrer que
J? = I e~ (@2 +y?) dA® N), D =]0,00[2, et passer en coordonnées polaires.

2

vy’ e R. Mont
W S . ontrer que

/11 (/11 f(x,y)dx> dy # /11 (/11 f(:E,y)dy) "

Est-ce en contradiction avec le théoréme de Fubini ¢

Exercice 3. Soit f : (v,y) € R? —

Exercice 4. Montrer que la fonction (z,y) € R? — e ¥sin(2zy) € R est
intégrable pour la mesure de Lebesgque sur [0,1] x R et en déduire que

[y,
0 Y 4

Exercice 5. On considére la fonction f: (x,y) € R? — sin(2? 4+ y?) € R.
1) Soit Dy, = {(z,y) € R? | 224+ y? < nr}. Calculer J,, = Ip, I[f1d(A@).

2) La fonction f est-elle X\ ® A\—intégrable sur R??

Exercice 6. On considere les espaces mesurés (X, A, u) et (Y,B, ), ot

X =10,1], A =P(X), u(A) = card(A) est la mesure de comptage,
Y =10,1], B est la o-algébre de Borel sur [0, 1], X est la mesure de Lebesgue.

On note I = [L4 L] et Q= (I x IP) U (I x IF) U~ U (I} x IY).

1) Montrer que l’ensemble @y, est A & B-mesurable.
2) En déduire que D = {(t,t) | t € [0,1]} est A® B-mesurable.

8) On note f =1p. Calculer [y f(x,y)du(x) et [ f(z,y) d\(y), puis

/}/(/X f(x,y)du(x)) d\(y) et /X </yf($’y)d)\(y)> ().
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Exercice 7. Soit @ C RN un ensemble Borel mesurable et f : Q — R une
fonction Borel mesurable. Le graphe de f est [’ensemble

Gf = {(xl, c. ,$N7$N+1) S RN+1 | TN41 = f(xl, C. ,JZN)}.

Mq Gy C RN+ est Borel mesurable et que sa mesure de Lebesque est nulle.

Exercice 8. Soit f € LY(R") et g € LP(R™) avec 1 < p < +o0o. Montrer
que y — f(x —y)g(y) € LY(R™) pour presque tout x € R™ et que le produit
de convolution de f et g

frg(x) = / f@—=y)g(y)dy
R’ﬂ
vérifie f xg(z) = g* f(x), et fxg € LP(R™) avec
1 > gllp < [ f11]lgllp-

Exercice 9. Soit a,b>0 et f,: x € R" — e~l* ¢ R. Calculer fax fo.

Exercice 10. Soit f(x) = Z

n=1
1) Déterminer les valeurs de x pour lesquelles f est bien définie.

2) Calculer f' et en déduire que f(x) = —/

e—nz

n

7 ;dt, Vz>0.
—e



