
L3 ESR INTÉGRATION 2017-18

TD 5 : ESPACES LP

Exercice 1. Déterminer pour quelles valeurs des paramètres a, b ∈ R les
fonctions suivantes appartiennent à Lp(Rn) :

fa(x) =
1

(1 + |x|2)a
; gb(x) =

1

|x|b
e−|x|

2
.

Exercice 2. Soit (X,A, µ) un espace mesuré et p, q des exposants conjugués.
1) Montrer que si f ∈ Lp(X) et g ∈ Lq(X) alors fg ∈ L1(X) et

||fg||1 ≤ ||f ||p||g||q.
2) Montrer que si fn → f dans Lp(X) et gn → g dans Lq(X) alors

fngn −→ fg dans L1(X).

Exercice 3. Soit (X,A, µ) un espace mesuré et 1 ≤ p < r < q ≤ +∞.
1) Montrer qu’il existe un unique θ ∈ (0, 1) tel que

1

r
=
θ

p
+

1− θ
q

.

2) Montrer que si f ∈ Lp(X) ∩ Lq(X) alors f ∈ Lr(X) et

||f ||r ≤ ||f ||θp||f ||1−θq .

Exercice 4. Soit (X,A, µ) un espace mesuré et p, q, r t.q. 1
p +

1
q = 1

r .
1) Montrer que si f ∈ Lp(X) et g ∈ Lq(X) alors fg ∈ Lr(X) et

||fg||r ≤ ||f ||p||g||q.
2) Montrer que si fn → f dans Lp(X) et gn → g dans Lq(X) alors

fngn −→ fg dans Lr(X).

Exercice 5. Soit (X,A, µ) = (N,P(N), comptage).
1) Montrer que Lp(X) = `p(N) := {(xn) ∈ RN ;

∑
n |xn|p < +∞}.

2) Montrer que `r(N) ⊂ `p(N) si r < p et que cette inclusion est stricte.

Exercice 6. Soit (X,A, µ) un espace avec mesure complète et µ(X) < +∞.
1) Mq L∞(X) ⊂ ∩p≥1Lp(X) et donner un exemple d’inclusion stricte.
2) Montrer que si f ∈ L∞(X) alors ||f ||∞ = limp→+∞ ||f ||p.
3) Montrer que Lp(X) ⊂ Lr(X) si r < p. Montrer par un exemple que

cette inclusion est fausse en général, si µ(X) = +∞.
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Exercice 7. Soit p ∈ [1,+∞[. Pour x ∈ Rn et f ∈ Lp(Rn), on considère

τxf : y ∈ Rn 7→ f(y − x) ∈ R,
qui est bien définie pour presque tout y ∈ Rn. Montrer que τxf ∈ Lp(Rn) et

xj → a dans Rn =⇒ τxjf → τaf dans Lp.

On pourra utiliser la densité des fonctions continues à support compact.

Exercice 8. Soit (X,A, µ) un espace mesuré. Soit p ≥ 1 et f, fn ∈ Lp(X).
1) Montrer que si fn → f dans Lp(X) alors il existe une sous-suite fnk

et
g ∈ Lp(X) telles que fnk

converge vers f p.p. et |fnk
| ≤ g.

2) Donner un exemple qui montre qu’il est nécessaire de considérer une
sous-suite pour obtenir une domination.

3) Donner un exemple qui montre qu’il est nécessaire de considérer une
sous-suite pour obtenir la convergence presque partout.

Exercice 9. Soit 1 < p ≤ +∞, q l’exposant conjugué et X = (0,+∞) muni
de la mesure de Lebesgue. Pour f ∈ Lp(X) on pose F (x) =

∫ x
0 f(t)dt.

1) Montrer que |F (x)− F (y)| ≤ ||f ||p|x− y|1/q.
2) Montrer que limx→0 F (x)x

−1/q = 0 et que l’exposant 1/q est optimal.

Exercice 10. Soit ρj : Rn → R+ des fonction lisses de valeur moyenne 1 à
support compact inclus dans la boule B(0, 1/j).

a) Soit f ∈ Lp(RN ), g ∈ Cc(RN ). Mq f ∗ g est C∞ et (f ∗ g)(n) = f ∗ g(n).
b) Soit f ∈ Cc(RN ). Mq f ∗ ρj converge vers f uniformément sur RN .
c) Soit f ∈ Lp(RN ). Montrer que f ∗ ρj converge vers f dans Lp(RN ).

(Indication: Utiliser la densité de Cc(RN ) dans Lp(RN ).)

Exercice 11. Soit F la fonction définie sur une partie de R par

F (a) =

∫ ∞
0

eax − 1

x
√
x

dx.

1) Déterminer les valeurs en lesquelles F est définie, continue, dérivable.
2) Calculer F ′ lorsqu’elle existe et en déduire une autre expression de F .

Exercice 12. Soit f(x) =
∞∑
n=1

e−nx

n
.

1) Déterminer les valeurs de x pour lesquelles f est bien définie.

2) Calculer f ′ et en déduire que f(x) = −
∫ ∞
x

1

1− et
dt, ∀x > 0.


