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Premiére partie

Topologie générale



Chapitre 1

Rappels minimaux

1.1 Dénombrabilité

Soient A et B deux ensembles. Nous dirons que :

— Pensemble A a moins d’éléments que B (au sens large), ou A est subpotent a B, s’il existe une
injection de A dans B. Avec IJaxiome du choix,, que nous utiliserons toujours implicitement dans
notre pratique naive de la théorie des ensembles, cela équivaut a l'existence d’une surjection
de B dans A (sauf bien sirsi A = @ et B # O).

— l'ensemble A a autant d’éléments que B si chacun est subpotent a 'autre. D’aprés le théoréme
de Cantor-Bernstein, cela revient a dire qu’ils sont équipotents, c’est-a-dire qu’il existe une
bijection de I'un dans 'autre.

Un ensemble D est dit dénombrable s’il est équipotent a N et au plus dénombrable s’il est

fini ou dénombrable, autrement dit s’il est subpotent & N.

Une famille d’éléments de F indexée par un ensemble I est une application de [ dans E.
(L’ensemble de ces applications est souvent noté E”.) Elle est dite dénombrable si I I'est. Se donner
une famille dénombrable revient donc & se donner une suite infinie, de méme que se donner une
“famille finie” indexée par un ensemble & n éléments revient a se donner un n-uplet.

La réunion et I'intersection d’une famille d’ensembles sont définies par :

UieIEi:{x ’ EliGI,l‘GEi} et ﬂieIEi:{l’|Vi€[,£L'€Ei}.

Si [ = @, la réunion est donc vide (mais 'intersection n’est pas définie).

Le produit [[,., E; d’une telle famille est 'ensemble des familles (z;);c; d’éléments dont chacun
appartient au E; correspondant. Si tous les F; sont égaux a un méme ensemble F, ce produit est
simplement E'. Si I = @, le produit est un singleton.

L’expression produit ou union ou intersection dénombrable d’ensembles signifie produit
ou union ou intersection d’une famille dénombrable d’ensembles qui, eux, sont quelconques. De
méme en remplacant “dénombrable” par “fini” ou (intersection exclue) par “vide”.

Il existe des analogues des propositions suivantes, en remplacant “dénombrable” par “au plus
dénombrable”, plus utiles, et qui s’en déduisent facilement.

Proposition 1.1
Tout \produit fini non vide d’ensembles dénombrables est dénombrable.
Toute réeunzon_dénombrable d’ensembles dénombrables est dénombrable.

Exemples : N x N, Z, Q, le corps des nombres algébriques (les racines complexes de polynomes
non nuls & coefficients rationnels : souvent noté Q, mais cette notation est réservée dans ce cours a
'adhérence de Q dans R, qui est égale a R, voir plus loin).


https://fr.wikipedia.org/wiki/Axiome_du_choix
https://fr.wikipedia.org/wiki/Th%C3%A9orie_na%C3%AFve_des_ensembles
https://fr.wikipedia.org/wiki/Th%C3%A9or%C3%A8me_de_Cantor-Bernstein
https://fr.wikipedia.org/wiki/Th%C3%A9or%C3%A8me_de_Cantor-Bernstein
https://fr.wikipedia.org/wiki/Famille_%28math%C3%A9matiques%29
https://fr.wikipedia.org/wiki/Ensemble_d%C3%A9nombrable#Produit_fini_d.27ensembles_d.C3.A9nombrables
https://fr.wikipedia.org/wiki/Ensemble_d%C3%A9nombrable#R.C3.A9union_d.C3.A9nombrable_d.27ensembles_d.C3.A9nombrables

Théoréme 1.2 (théoréme de Cantor).
Tout ensemble E a strictement moins d’éléments que 'ensemble P(E) de ses parties.
En particulier, R n’est pas dénombrable car il est équipotent a P(N).

Plus précisément : on montre facilement (par I’absurde) qu’il n’existe aucune surjection de E dans
P(E).

Corollaire 1.3  Un produit dénombrable d’ensembles dénombrables n’est pas dénombrable.

En effet, méme le produit seulement des paires D,, = {0,1} n’est pas dénombrable, car [[, . Dn =
{0, 1} or (exercice facile) {0, 1} est équipotent a P(E).

1.2 Caractérisation de R

Bibliographie sur diverses définitions de R :

— par les coupures de Dedekind (comme, implicitement, ici) : [Saint-Raymond|; Valiron, Théorie
des fonctions; Jean Gounon, http://www.math.ens.fr/culturemath/maths/pdf/logique/
RviaDedekind.pdf|;

— par le procédé de Cantor (en quotientant I'espace des suites “de Cauchy” en un certain sens,
fatalement différent a priori de celui de ce cours, qui pour parler de distance suppose R
construit) : [Wagschall; Doukhan-Sifre, Analyse pour 'agrégation ;

— voir aussi (définition axiomatique incluant la propriété des segments emboités).

Définition 1.4 A isomorphisme prés, R est unique corps totalement ordonné vérifiant la pro-
priété de la borne supérieure, c’est-a-dire dans lequel tout ensemble non vide et majoré posséde une
borne supérieure, i.e. un plus petit majorant.

On en déduit facilement :

— le théoréme de la limite monotone (toute suite réelle croissante et majorée converge),
puis

— le théoréme des suites adjacentes (qui sera généralisé par le théoréme des fermés emboités
et le théoréme des compacts emboités)

mais surtout, grace au lemme des pics (dans un ensemble totalement ordonné, toute suite posséde
une sous-suite monotonef| ) :

— le “théoréme de Bolzano-Weierstrass pour les suites réelles” (toute suite réelle bornée
posséde une sous-suite convergente), dont nous déduirons — section —la complétude de R
et — corollaire m — la compacité de tout segment réel [a, b]. La compacité sera une propriété
purement topologique. La complétude sera plus spécifiquement liée & une distance, mais dans
R, une partie (donc aussi une suite) sera bornée pour la distance usuelle si et seulement si elle
est bornée pour 'ordre.

Du théoréme de la limite monotone on déduit aussi que dans R, la suite (1/n),en+ converge.

Cette propriété se reformule de multiples fagons :

1. C’est-a-dire muni d’une addition + qui fait de (K, +) un groupe abélien et d’une multiplication x associative,
distributive par rapport a l’addition, et possédant un élément neutre — ce qui fait de(K,+, x) un anneau unifére —
et tel que dans cet anneau, tout élément non nul soit inversible.

2. C’est-a-dire muni d’un ordre < a la fois total et compatible avec 'addition (x < y = z+ 2z < y + 2) et la
multiplication (z > 0 et y > 0 = zy > 0).

3. Démonstration du lemme des pics. Par analogie avec, dans le cas d’une suite réelle, le graphique en batons
verticaux de la suite, éclairé horizontalement depuis l'infini & droite, disons qu’un terme de la suite est éclairé s’il est
strictement supérieur a tous les suivants, et qu’il est dans 'ombre sinon. S’il y a une infinité de termes éclairés, ils
forment une sous-suite décroissante. S’il n’y en a qu'un nombre fini alors, au-dela du dernier, chaque terme de la suite
est dans 'ombre d’un certain suivant, ce qui permet de proche en proche de construire une sous-suite croissante. [J
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https://fr.wikipedia.org/wiki/Th%C3%A9or%C3%A8me_de_Cantor
https://fr.wikipedia.org/wiki/Puissance_du_continu
http://www.math.ens.fr/culturemath/maths/pdf/logique/RviaDedekind.pdf
http://www.math.ens.fr/culturemath/maths/pdf/logique/RviaDedekind.pdf
https://fr.wikipedia.org/wiki/Augustin_Louis_Cauchy
https://fr.wikipedia.org/wiki/Corps_commutatif
https://fr.wikipedia.org/wiki/Corps_ordonn%C3%A9
https://fr.wikipedia.org/wiki/Borne_sup%C3%A9rieure
https://fr.wikipedia.org/wiki/Th%C3%A9or%C3%A8me_de_la_limite_monotone#%C3%89nonc%C3%A9_pour_les_suites
https://fr.wikipedia.org/wiki/Th%C3%A9or%C3%A8me_des_suites_adjacentes
https://fr.wikipedia.org/wiki/Sous-suite#Propri�t�s
https://fr.wikipedia.org/wiki/Bernard_Bolzano
https://fr.wikipedia.org/wiki/Karl_Weierstrass

Définition 1.5 Une partie A d’un ensemble ordonné E est dite dense pour [ordre si, pour tout
couple (x,y) d’éléments de E tels que x < y, il existe au moins un élément a de A tel que v < a < y.

(I1 existe alors en fait une infinité de tels a, en itérant.) Quand l'ordre sur E est total, dire que A est
dense pour cet ordre se résume par : “entre deux éléments de E distincts, il y a toujours un élément

de A”.

Proposition 1.6 Dans tout corps totalement ordonné K, les propriétés suivantes sont équiva-
lentes :

1. la suite (1/n) converge (en définissant dans K la convergence des suites comme dans R, avec
ici des € > 0 dans K ) ;

2. la suite (1/n) converge vers 0 ;
3. le sous-corps Q est dense pour l'ordre dans K ;

4. Tout élément de K posséde une partie entiere, c’est-a-dire que pour tout x € K, il existe un
entier relatif m tel que m <z <m + 1.

5. Le corps K est archimédien, c’est-a-dire que pour tout élément x de K, il existe un entier
naturel n tel que x < n, autrement dit : N n’a pas de majorant dans K.

Démonstration. (2 =1 est immeédiat.)

- 1:>5:sil/n—>€a10rsm:%—%ﬂﬁé—éz(). Pour tout € > 0 dans K, il existe donc

n € N (en fait : tous les entiers a partir d’un certain rang) tel que m < . Donc pour tout
x > 0 dans K, il existe m € N tel que x < m (prendre m = n(n + 1) pour le n correspondant
a e =1/x). Pour tout x < 0 aussi (prendre m = 1).

— 5 = 4 : pour K archimédien et x € K, '’ensemble des entiers relatifs < x est non vide et
majoré donc posséde un plus grand élément m, qui vérifie bien m <z < m + 1.

— 4 = 3 : dans K vérifiant 4, soient a < b. On choisit des entiers p, ¢ tels que

g>1/(b—a) et p—1<aq<np,

par exemple (en notant | | la partie entiére) : ¢ = [1/(b—a)] + 1 puis p = |ag+ 1]. On a
alors
g>0 et ag<p<aqg+1<bg donc a<p/q<b.

— 3 = 2:siQ est dense alors, pour tout € > 0 dans K, il existe des entiers ¢ > 0 et p tels que

0<p/g<e,douVn>q0<1/n<1/qg<p/q<e, cequiprouve que 1/n — 0. O

Par conséquent, Q est dense pour I'ordre dans R. Cette notion de densité liée & 'ordre aura pour
conséquence une autre notion de densité, liée a la topologie de cet ordre (corollaire .

Corollaire 1.7 Le sous-ensemble R\ Q est dense pour l'ordre dans R.

Démonstration. Soient a < b deux réels. Choisissons un irrationnel positif « (par exemple la racine
carrée de 2). Il existe un rationnel non nul r tel que a/a < r < b/a, donc il existe un irrationnel s
(=ra) tel que a < s < b. O
Exercice. Sur le corps de fractions rationnelles R(X), on définit < par : FI(X) < G(X) s'il existe
M € R tel que pour tout réel t > M, F(t) < G(t). Vérifier que c’est un ordre total, compatible avec
+ et X et que ce corps, ainsi totalement ordonné, n’est pas archimédien.


https://fr.wikipedia.org/wiki/Ordre_dense#Sous-ensemble_dense_d.27un_ensemble_ordonn.C3.A9
https://fr.wikipedia.org/wiki/Partie_enti%C3%A8re_et_partie_fractionnaire
https://fr.wikipedia.org/wiki/Archim%C3%A9dien#Corps
https://fr.wikipedia.org/wiki/Racine_carr%C3%A9e_de_2#Preuves_d.27irrationalit.C3.A9
https://fr.wikipedia.org/wiki/Racine_carr%C3%A9e_de_2#Preuves_d.27irrationalit.C3.A9

Chapitre 2

Espace topologique

2.1 Définition et exemples

On peut définir sur R (ou sur d’autres ensembles ordonnés usuels) ce qui sera le prototype d’une
topologie :

Définition 2.1 Topologie de ’ordre Soit (E, <) un ensemble totalement ordonné. Les intervalles
ouverts de E sont les parties de 'une des cing formes suivantes (avec a,b € E) :

_ @7

—Ja,b[ :=={z € E|a <z <D},

- {x e F|xz<b},

~-{ze€eFE|a<uz},

- F.
Les ouverts de E sont les réunions dintervalles ouverts.

Remarques.
— Si E n’a pas de plus grand ni de plus petit élément (par exemple si E = R), les intervalles du
deuxiéme et du troisiéme type sont notés | — 0o, b[ et Ja, +00[. Mais si E = la “droite réelle

achevée” R := R U {—00, +00} (avec —oo < R < 400), ils sont égaux & [—o0, b et ]a, +0o].

— Par définition, une réunion quelconque (finie ou infinie) d’ouverts est encore un ouvert. C’est
faux pour une intersection : par exemple dans R, 'intersection des | — 1/n,1/n| pour n € N*
est {0}, qui n’est pas un ouvert, non pas “parce qu’il est fermé” (cf. exercice mais parce
que dans R, tout intervalle ouvert non vide est infini (cf. proposition donc tout ouvert
non vide aussi.

On aura au une approche de la topologie équivalente mais plus intuitive car plus “locale”.
L’avantage de la présente approche est de se préter facilement a 'axiomatisation. On vérifie en effet
immeédiatement — du fait que I'intersection de deux intervalles ouverts est un intervalle ouvert — que
la topologie de 'ordre a les propriétés suivantes :

Définition 2.2 Axiomes d’une topologie Une topologie sur un ensemble E est un ensemble T
de parties de E, appelés les ouverts de ['espace topologique (E,T), tel que :

- @ et E sont ouverts;

— toute réunion d’ouverts est un ouvert;

— toute intersection finie non vide d’ouverts est un ouvert.

(Lorsque la topologie T sur E est implicitement fixée, on dit aussi “I’espace topologique E” et “les
ouverts de E”.)

La topologie usuelle sur R vient d’étre définie a partir de 'ordre ; on verra plus loin que la méme
topologie peut étre définie a partir de la distance usuelle |z — y| entre deux réels z et y.
Exemples. Voici d’autres exemples d’espaces topologiques :



— latopologie induite sur une partie X d’un espace topologique F : ses ouverts sont les ensembles
de la forme U N X, pour tout ouvert U de E. Par exemple dans [—1, 1] muni de la topologie
induite par celle de R, I'intervalle “semi-ouvert” ]0, 1] est bel et bien un ouvert.

— la topologie grossiere sur un ensemble E : celle dont les seuls ouverts sont & et F

— la topologie discréte sur E : celle dont les ouverts sont toutes les parties de F.

— la topologie cofinie sur E : celle dont les ouverts sont & et les parties cofinies (i.e. de complé-
mentaire fini).

— la topologie de 'ordre sur n’importe quel ensemble totalement ordonné, en particulier :

— la topologie de I'ordre sur R. Cet ensemble ordonné est isomorphe au segment [—1, 1] muni
de 'ordre usuel, donc les topologies de l'ordre sur ces deux ensembles sont “identiques”,
via la bijection qui transporte l'ordre : on dira que les deux espaces topologiques sont
homéomorphes.

— la topologie de I'ordre sur NU{+oc} C R : ses ouverts sont (exercice) les parties cofinies ou
ne contenant pas +oo. Cette topologie permettra de considérer la notion de limite de suite
comme un cas particulier de celle de limite de fonction.

Exercice. Soient E un espace topologique et X une partie de E, munie de la topologie induite.
Montrer que tout ouvert de E inclus dans X est un ouvert de X, et que la réciproque est vraie si
et seulement si X est un ouvert de F.

Définition 2.3 Soient T et T' deux topologies sur un méme ensemble E. On dit que T est plus
fine que T si elle a plus d’ouverts, autrement dit si T D T'.

Les topologies discréte et grossiére sur E sont donc respectivement la plus fine et la moins fine.
Exercice. Pour toute partie Y d’un ensemble totalement ordonné X, on peut munir Y de deux
topologies : la topologie 7,4 de 'ordre sur Y (restriction de I'ordre sur X) et la topologie Ty
induite par la topologie (de 'ordre) sur X. (7jy est toujours plus fine que 7.4, puisque les ouverts
de 7,4 sont les réunions d’intervalles ouverts de Y, et chacun est I'intersection par Y d’un intervalle
ouvert de X.) Montrer que :

— les deux topologies sont identiques dans les trois exemples suivants : ¥V = [-1,1] C X = R,

Y=RCX=R,Y=NU{+oo} (ouY ={1/n|neN}uU{0}) c X =R;
— les deux topologies sont différentes pour Y = {1/n |n € N} U{-1} C X =R (ou X = R).

2.2 Voisinages

Définition 2.4 Une partic V' d’un espace topologique E est un voisinage d’un point a de E si 'V
contient un ouvert contenant a. L’ensemble des voisinages de a est noté V(a).

(L’ambiguité du mot “contient” est toujours facile a lever au vu du contexte ; ici, la condition signifie :
¢'il existe un ouvert U tel que a € U et U C V)

Exercice. Montrer que dans N U {+o00} muni de la topologie de 'ordre, les voisinages de 400 sont
les parties contenant 400 et tous les entiers a partir d’un certain rang.

Il existe aussi (devoir surveillé d’octobre 2014, § une axiomatisation équivalente de la défi-
nition d’une topologie par 'ensemble des voisinages de chaque point, mais plus compliquée. Nous
nous contenterons de remarquer quatre conséquences immeédiates des définitions précédentes :
Remarque.

1. Tout voisinage de a contient a.
2. Tout surensemble d’un voisinage de a est un voisinage de a.
3. Toute intersection finie de voisinages de a est un voisinage de a.

4. Tout ouvert contenant a est un voisinage de a.
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(Les points 1, 2 et 4 résultent uniquement de la définition des voisinages. Le point 3 fait de plus
appel au fait que toute intersection d’ouverts est un ouvert.)

Théoréme 2.5 Une partie U de E est un ouvert si et seulement si U est voisinage de chacun de
ses points.

Démonstration. Pour tout ouvert U et tout élément a de U, U est un voisinage de a puisqu’il
contient un ouvert (U lui-méme) contenant a. Réciproquement, soit U une partie de F telle que
pour tout a € U, U est un voisinage de a. Il existe alors, pour chaque a € U, un ouvert O, contenant
a et inclus dans U. La réunion O de ces ouverts est un ouvert, et U est égal a cet ouvert : O C U
car les O, sont inclus dans U, et U C O car Va € U, a € O, et O, C O. O

Ainsi, quand on connait les ouverts d’une topologie, on peut en déduire (par définition) les
voisinages (de chaque point), mais inversement, quand on connait les voisinages, on peut retrouver
les ouverts (par la proposition ci-dessus). Il existe méme une définition, équivalente & la définition
via ce va-et-vient, d’une topologie par les voisinages, soumis a certaines conditions, mais nous
'omettrons (la formulation et la preuve de 1’équivalence sont un peu compliquées).

Définition 2.6 Un espace topologique Y est dit séparé si deux points distincts possedent des voi-
sinages disjoints, ou encore : appartiennent a deux ouverts disjoints.

Par exemple sur un ensemble totalement ordonné, la topologie de l'ordre est séparée. C’est cette
propriété qu’on utilise, dans R, pour démontrer I'unicité de la limite éventuelle d’une suite, ou d’une
fonction en un point (la preuve de la proposition sera calquée sur celle-1a). Cette propriété de
séparation sera aussi trés utile pour prolonger des égalités de fonctions (proposition .

2.3 Adhérence, points adhérents

Définition 2.7 Dans un espace topologique E, un point x est dit adhérent o une partie A si tout
voisinage de x rencontre A. L’ensemble des points adhérents a A est appelé l’adhérence de A et noté

A.

Remarque. Tout élément x de A est adhérent & A (puisque tout voisinage de = contient ), donc
ACA.
On peut distinguer deux types de points adhérents :

Définition 2.8 Un point x adhérent a A est
— point isolé de A s’il existe un voisinage V de x tel que ANV = {z}, autrement dit si x € A
et {x} est ouvert dans A (pour la topologie induite).
- point d’accumulation de A si tout voisinage de x rencontre A\ {x} (ce qui ne nécessite pas
que x appartienne o A), autrement dit si x est adhérent o A\ {x}.

Remarques.

— Il est évident qu’un point ne peut pas étre a la fois point isolé et point d’accumulation de A,
et que s’il est 'un ou 'autre alors il est adhérent a A. Et ce sont les seuls types possibles de
points adhérent, car si un point adhérent x n’est pas isolé alors, pour tout voisinage V de z,
ANV ¢ {zx}.

— On démontre facilement (comme dans la définition d’espace séparé) qu’on peut remplacer
partout “voisinage de x” par “ouvert contenant x” dans les définitions de point adhérent, point
isolé et point d’accumulation.
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Exemple Dans R, I'adhérence de |0,1[U{2} a 2 come point isolé et [0, 1] comme ensemble de
points d’accumulation. L’adhérence de {1/n | n € N*} contient tous les 1/n comme points isolés et
0 comme point d’accumulation.

Cette derniére notion entretient un rapport étroit avec la suivante, mais attention & ne pas
les confondre. La donnée d’une suite (x,),en contient plus d’information que le simple ensemble
{z,, | n € N} de ses valeurs, ne serait-ce que le nombre de fois (fini ou infini) que chaque valeur est
prise.

Définition 2.9 Un point x est une valeur d’adhérence d’une suite (u,),en si, pour tout voisi-
nage V de x, il existe une infinité dindices n tels que u, € V.

Exemple : dans R, 1 est un point isolé de la paire {—1,1}, mais est une valeur d’adhérence de la
suite (—1)".

Proposition 2.10 L’ensemble des valeurs d’adhérence de (un)nen est égal & Nyen{un | n > N}.

Démonstration. x est une valeur d’adhérence de la suite u si et seulement si pour tout voisinage
V de z, I'ensemble u~1(V) est infini, c’est-a-dire s’il contient des entiers naturels arbitrairement
grands, ce qui s’écrit :

VWeVx) VNeN {u,|n>N}NV #A02
ou encore (aprés interversion des deux V)

VNeN ze{u,|n>N}. O

Exercice. (TD2) Montrer que
— dans un espace séparé, si a est un point d’accumulation de A, tout voisinage de a contient
non seulement un point de A mais une infinité ;
— toute valeur d’adhérence d’une suite injective est point d’accumulation de ’ensemble de ses
termes ;
— dans un espace séparé, tout point d’accumulation de ’ensemble des termes d’une suite est
valeur d’adhérence de cette suite.

Exercice 2.11 (TD1) Montrer que si A C B C E, I'adhérence de A dans B (muni de la topologie
induite) est égale & AN B.

2.4 Fermés

Définition 2.12 Les fermés d’un espace topologique E sont les complémentaires (dans E) de ses
ouverts.

On pourrait donc tout aussi bien définir un espace topologique par I'ensemble de ses fermés, satis-
faisant aux 3 axiomes duaux de ceux pour les ouverts :

— FE et @ sont des fermés de FE,

— toute intersection de fermés de E est un fermé de FE,

— toute réunion finie de fermés de E est un fermé de F.

Exercice 2.13 Dans R muni de la topologie de I'ordre, donner des exemples de parties qui sont a
la fois ouvertes et fermées, d’ouverts non fermés, de fermés non ouverts, et de parties qui ne sont ni
ouvertes ni fermées.
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Exercice. (TD2)

1. Montrer que dans un espace séparé, tout singleton est fermé.

2. Montrer que la [topologie cofinie| sur un ensemble infini, bien que non séparée, vérifie aussi
cette propriété.

Proposition 2.14 L’adhérence d’une partie A est le plus petit fermé contenant A. En particulier,
A est un fermé si et seulement si A = A.

Démonstration. Ce plus petit fermé — pour 'inclusion — existe : ¢’est I'intersection de la famille des
fermés contenant A (cette famille est bien non vide car E est un tel fermé). Il s’agit donc de montrer
que = est adhérent & A si et seulement s’il appartient & tous ces fermés. Or x est adhérent & A si
tout ouvert contenant x rencontre A c’est-a-dire, par passage au complémentaire, si tout fermé ne
contenant pas x ne contient pas A tout entier, ou encore, par contraposée, si tout fermé contenant
A contient x. O

Exercice 2.15 (TD2) Montrer que toute partie sans point d’accumulation est fermée, et sa topo-

logie induite est

Exercice 2.16 (TD2) Sur un ensemble F, on veut définir une topologie a partir d’une application
de P(FE) dans lui-méme, que I'on note A — A. Démontrer que les parties A telles que A = A vérifient
les 3 axiomes des fermés si et seulement si cette application vérifie les axiomes de Kuratowski :

VX,YCE: XCX, X=X, XUY=XUY o B=02.

2.5 Intérieur, frontiére

Définition 2.17 Pour une partie B d’un espace topologique, l'intérieur de B, noté B, est [’ensemble
des points dont B est voisinage.

JE— [}
Remarque. “Dualement” a 'inclusion A C A, on a U'inclusion (tout aussi immeédiate) B C B.
La notion d’intérieur est méme complétement “duale” de celle d’adhérence, au sens suivant :

Proposition 2.18 Si A et B sont complémentaires alors B et A sont complémentaires.

Démonstration. x ¢ B < B n’est pas un voisinage de = < B ne contient aucun voisinage de = <
tout voisinage de = rencontre A < x € A. O

On en déduit immeédiatement la propriété duale de la proposition et I’on retrouve le théoréme
2.9] :

Corollaire 2.19 L’intérieur d’une partie B est le plus grand ouvert inclus dans B. En particulier,

B est un ouvert si et seulement st B = B.

Enfin, la frontiére d’'une partie A, définie par

Fr(A) = A\ A=ANE\ 4,

est égale a la frontiére du complémentaire de A.
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2.6 Partie dense

Définition 2.20 Une partie A de E est dite dense (dans E) si A= E.

Exercice 2.21 (TD2) Montrer (en utilisant l'exercice 2.11]) que si A est dense dans B et B dense
dans C' alors A est dense dans C', C étant un espace topologique et B étant muni de la topologie
induite (pour une généralisation, cf. exercice [2.38)).

Corollaire 2.22 Une partie est dense si et seulement si son complémentaire est d’intérieur vide,
ou encore si et seulement si elle rencontre tout ouvert non vide.

Démonstration. Notons B le complémentaire de A. D’aprés ce la proposition et son corollaire,

A = FE si et seulement si B = @ et cela équivaut a : B ne contient aucun ouvert non vide, ou
encore : tout ouvert non vide rencontre A. O

Corollaire 2.23 Dans un ensemble totalement ordonné, toute partie dense pour Uordre (définition
est dense pour la topologie associée a cet ordre. La réciproque est fausse.

Démonstration. Dans E totalement ordonné, une partie A est dense pour 'ordre si et seulement si
elle rencontre tout intervalle |z, y[ tel que z < y.

D’aprés la proposition précédente, A est dense pour la topologie de I'ordre si et seulement si elle
rencontre tout intervalle |z, y| non vide tel que x < y.

Il peut exister dans E des éléments x < y tels que |z, y[= @ (exemple : E =Nz =0,y =1). O
Exemples. Les parties Q et R\ Q sont denses dans R, et R est dense dans la droite réelle achevée
R (ce qui légitime a posteriori cette notation pour cet espace). Dans N, N est dense pour toute
topologie en particulier celle (discréte) de ordre, mais pas pour l'ordre car dans N, [n,n + 1[= @.
Attention & ne pas confondre la notion suivante avec celle d’espace séparé (cf. définition :

Définition 2.24 Un espace est dit séparable s’il posséde une partie dense au plus dénombrable.

Ainsi, R est séparable (donc R aussi d’aprés Uexercice D puisque Q y est dense.

2.7 Base d’ouverts, base de voisinages

Définition 2.25 Soient (E,T) un espace topologique et B un ensemble de parties de E. On dit que
B est une base de la topologie T (ou une base d’ouverts de l’espace) si ['une des trois conditions
équivalentes est vérifiée (donc les trois) :

— les ouverts de T sont exactement les réunions d’éléments de B ;

- B C T et tout ouvert de T est une réunion d’ouverts de B ;

- B C T et pour tout U € T et tout point x € U, U contient un élément de B contenant x.
La topologie T est dite & base dénombrable si elle possede une base au plus dénombrable.

(L’équivalence entre les deux premiéres propriétés et la troisiéme se démontre comme le théoréme
23)

Remarque. T elle-méme est une base de T, mais on cherche en général a décrire T par des bases
plus économiques, i.e. “petites”. Par exemple : les intervalles ouverts forment une base de la topologie
de lordre sur R, et les intervalles |z, y[ avec z,y € Q forment une base dénombrable.

Définition 2.26 Dans un espace topologique E, soient a un point et F un ensemble de parties.
On dit que F est une base de voisinages de a (ou un systéme fondamental de voisinages
de a) si les éléments de F sont des voisinages de a et tout voisinage de a contient un élément de
F, ou, ce qui est équivalent, si les voisinages de a sont exactement les parties de E contenant un
élément de F.

E est dit & bases dénombrables de voisinages si chacun de ses points admet (au moins) une
base au plus dénombrable de voisinages.
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Pour éviter toute confusion avec la notion précédente de “a4 base dénombrable”, on s’efforcera de
préciser, pour cette derniére : “a base dénombrable d’ouverts”.
Exemple. Pour tout a € R, la famille des intervalles de la forme [a — 1/n,a + 1/n] avec n € N*, est
une base dénombrable de voisinages de a.

Cet exemple rappelle que les voisinages — en particulier les éléments d’'une base de voisinages
— ne sont pas forcément des ouverts. Il est cependant courant de les choisir tels, en utilisant la
proposition suivante.

Proposition 2.27 Pour tout espace topologique E, un ensemble B de parties de E est une base
d’ouverts si et seulement si, pour tout point a de E, la famille des éléments de B qui contiennent a
est une base de voisinages de a.

Démonstration. Pour tout a € F, notons F, = {W € B|a € W}.

(=) Supposons que B est une base d’ouverts et fixons a € E. Pour toute partie V de E, V est un
voisinage de a si et seulement s’il contient un ouvert contenant a, c’est a dire une réunion, contenant
a, d’éléments de B, autrement dit si V' contient un W € B contenant a. Les voisinages de a sont
donc exactement les parties de E contenant un W € F,, ce qui prouve que F, est une base de
voisinages de a.

(<) Supposons que pour tout a € E, F, est une base de voisinages de a. Pour toute partie U de FE,
U est ouvert si et seulement s’il est voisinage de chacun de ses points c’est-a-dire : Va € U, W €
Fo, W C U, ou encore : Va € U, U contient un W € B qui contient a, autrement dit — comme dans
la preuve du théoréme [2.5|— si U est une réunion d’éléments de B. Les ouverts sont donc exactement
les réunions d’éléments de B, ce qui prouve que B est une base d’ouverts. U

Proposition 2.28 Tout espace a base dénombrable (d’ouverts) est séparable et a bases dénombrables
de voisinages.

Démonstration. 1l est a bases dénombrables de voisinages d’aprés la proposition précédente. Pour
montrer qu’il est aussi séparable, il suffit, étant donnée une base au plus dénombrable d’ouverts non
vides, de choisir un point dans chacun : on obtient une partie au plus dénombrable qui rencontre
tout ouvert non vide, donc elle est dense (corollaire [2.22). O
L’exercice suivant montre que les réciproques sont fausses (il existe méme des espaces qui sont
a la fois séparés, séparables et a bases dénombrables de voisinages mais qui ne sont pas a base
dénombrable d’ouverts, comme la droite de Sorgenfrey (probléme 2 du partiel de novembre 2013,
ou le plan de Moore).

Exercice. (TD3) Soit X un ensemble infini. Montrer que

— pour la ftopologie discretel] X est & bases dénombrables de voisinages, mais il n’est a base

dénombrable (ou méme simplement séparable) que s’il est dénombrable;

— pour la[topologie cofinie], X est séparable, mais il n’est & base dénombrable (ou méme simple-

ment & bases dénombrables de voisinages) que s'il est dénombrable.

La propriété d’étre & base dénombrable ou & bases dénombrables de voisinages passe aux sous-
espaces, mais pas la séparabilité.

La notion de bases de voisinages permet de définir une version locale pour toute propriété
topologique “truc” : un espace est “localement truc” si tout point admet une base de voisinages
qui sont tous “truc” pour la topologie induite. On verra plus loin par exemple les notions d’espace
localement compact ou localement connexe, mais on peut déja effleurer celle qui est a la base de
la définition des variétés topologiques de dimension n : un espace est dit localement euclidien de
dimension 1 si tout point a une base de voisinages homéomorphes (identiques du point de vue
topologique) & R. Par exemple le cercle usuel peut étre naturellement muni d’une telle topologie.
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2.8 Produit de deux espaces topologiques

Proposition 2.29 Soient X un ensemble, B un ensemble de parties de X et T [’ensemble des
réunions d’éléments de B. T est une topologie sur X si et seulement si les deux conditions sutvantes
sont vérifiees : X € T et pour tous U,V € B, UNV &€ T. Cette topologie est alors ['unique topologie
sur X dont B est une base.

Remarque. Pour que la seconde condition soit réalisée, il suffit que B soit stable par intersections
finies (comme ’ensemble des intervalles ouverts qui a servi de base pour définir la topologie de

lordre).
Démonstration. Le seul point & vérifier est le “si”. La seconde condition assure que 7 est stable par
intersections finies, et le reste des axiomes d’une topologie est satisfait par construction. O

Définition 2.30 57 X etY sont deux espaces topologiques, la topologie produit sur ’ensemble X XY
est celle dont une base d’ouverts est constituée des “ouverts élémentaires” : les parties de la forme
U xV avec U ouvert de X et V ouvert de Y.

Il est immédiat que ces U x V forment bien la base d’une (unique) topologie (cf. proposition [2.29)
et qu’on peut se contenter des U d'une base d’ouverts de X et des V' d’une base d’ouverts de Y.
Par exemple : la topologie usuelle sur R? a pour base d’ouverts les “rectangles ouverts”.

Exercice 2.31 (Devoir surveillé d’octobre 2014, §11.9) Montrer que 'adhérence dans X x Y d'une
partie produit A x B est égale au produit A x B des adhérences de ces parties. En particulier si A
est dense dans X et B dense dans Y alors A x B est dense dans X x Y.

Exercice. (TD3) Soient X et Y deux espaces topologiques. Montrer que
— si X et Y sont séparés alors X x Y aussi;
— pour A C X et BCY, sur Ax B, le produit des topologies induites coincide avec la topologie
induite par celle du produit X x Y.

Proposition 2.32 Un espace Y est séparé si et seulement si sa diagonale Ay = {(y,y) |y € Y}
est un fermé de l’espace produit Y x Y.

Démonstration. (Y x YY)\ Ay est ouvert si et seulement s’il est voisinage de chacun de ses points,
i.e. si pour tous x,y € Y distincts, il existe deux ouverts U 3 z,V 3 Y tels que U x V soit disjoint
de Ay c’est-a-dire tels que UNV = @. O

2.9 Limite, continuité

Définition 2.33 Soient X,Y deux espaces topologiques, A une partie de X, f: A—=Y, a € A et
y €Y. On dit que f a pour limite y au point a si, pour tout voisinage V' de £, il existe un voisinage

W de a tel que f(WNA)CV.

Remarques.

— Cette définition inclut celle de limite d’une suite, en prenant A = N et a = 400, dans NU{+o0}
muni de la topologie de 'ordre (ou de la topologie cofinie, pour laquelle les voisinages de +oo
sont les mémes) : une suite a pour limite £ si et seulement si tout voisinage de ¢ contient tous
les termes de la suite & partir d’un certain rang.

— (TD3) Dans la définition, on peut remplacer “voisinage d’un point” (¢ ou a) par “élément
d’une base (fixée) de voisinages de ce point” (par exemple : “ouvert contenant ce point”, ou
seulement : “élément, contenant ce point, d’une base d’ouverts”). Pour une fonction réelle de
la variable réelle ou pour une suite réelle, on retrouve ainsi les définitions usuelles des limites
(y compris infinies, en prenant Y = R).

16



Proposition 2.34 Sous les hypothéses de la définition,
1. 0 est nécessairement adhérent o f(A);

2. st'Y est séparé et si une telle limite existe alors elle est unique.

Remarques.

— Le premier point, appliqué & A = N et a = +oo (cf. remarque ci-dessus) montre que toute
limite d’une suite est adhérente a I'ensemble des valeurs de la suite, donc a toute partie
qui les contient. On verra (proposition que réciproquement, mais sous une hypothése
supplémentaire, tous les points adhérents a4 une partie s’obtiennent comme limites de suites a
valeurs dans cette partie.

— Le second point légitime (sous ses hypothéses) la notation lim, f = /.

Démonstration. Pour tout voisinage W de a, f(W N A) est inclus dans f(A) et (puisque a € A) non
vide, donc :

1. pour tout voisinage V de ¢, VN f(A) est non vide;

2. pour tous voisinages V; et V5 de deux limites, V; N'V5 est non vide car il contient un f(W N A)
avec W = W, N W (intersection de deux) voisinage(s) de a. O

Définition 2.35 Soient XY deux espaces topologiques, f: X —Y eta € X. On dit que [ est
— continue au point a si f a pour limite f(a) au point a,
— continue (sur X ) si elle est continue en tout point de X,
— un homéomorphisme lorsqu’elle est bijective et que f et =1 sont continues.

Proposition 2.36 f est continue au point a si et seulement si 'image réciproque par [ de tout
voisinage de f(a) est un voisinage de a.

Remarques. Une application f définie sur X est dite continue sur une partie A si sa restriction fja
a A (muni de la topologie induite) est continue. Il suffit pour cela que f soit continue en tout point
de A, mais ce n’est pas nécessaire (penser a l'indicatrice de Q). Cependant, si A est un voisinage
de a dans X et si fj4 est continue en a alors f est continue en a.

La notion de continuité au point a vient d’étre définie a partir de celle de limite au point a. On
peut faire I'inverse : si a € A\ A, une application f : A — Y admet £ € Y comme limite en a si et
seulement si le prolongement g de f & AU {a} défini en posant g(a) = ¢ est continu en a.

Proposition 2.37 Pour toute application f : X — Y, les propriétés suivantes sont équivalentes :
1. Dapplication f est continue;

[tmage réciproque par f de tout ouvert de Y est un ouvert de X ;

['tmage réciproque par f de tout fermé de Y est un fermé de X ;

pour toute partie A de X, f(A) C f(A);
pour toute partie B de Y, f~1(B) C f~4(B).

Exercice. (TD1) Dans R? (muni de sa topologie usuelle, produit de la topologie usuelle de R par
elle-méme), les ensembles suivants sont-ils ouverts 7 fermés ? les deux ? ni I'un ni 'autre ?
A={(1/n,y) |n €Ny e [0,1]},
B = {(z,arctanz) | z € R},
C={(z,y) eR* |1 <2?/3+y?/b<2ety<3—a'}
Exercice. Montrer que :
— Papplication identité idy : (X, 7T) — (X, T’) est continue si et seulement si 7 est plus fine
que T7;
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— (TD3) dans le critére 2, on peut remplacer “ouvert de Y” par “¢lément d'une base (fixée)
d’ouverts de Y7 ;
— Papplication f : R — R définie par : f(z) =1sixz < 1let f(z) = 1/z si > 1 est continue
mais pour A = R et B =|0, 1], les inclusions réciproques de 4 et 5 sont fausses.
Démonstration. (2 < 3) par passage aux complémentaires. Dans la suite, on utilisera en permanence
I’équivalence
f(A)c B< Ac f71(B).

(1 & 2) L’application f est continue si et seulement si, pour tout a € X et tout ouvert O de Y
contenant f(a), f~'(O) est un voisinage de a, autrement dit si, pour tout ouvert O de Y, f~1(O)
est voisinage de chacun de ses points, c¢’est-a-dire est ouvert.

(3 = 5) Si l'image réciproque du fermé F' = B est fermée alors elle contient non seulement f~*(B)
mais son adhérence.

(5 = 4) Posons B = f(A). Alors, A C f~}(B) donc si f~*(B) contient I'adhérence de f~!(B), il
contient celle de A, d’ou f(A) C B.

(4 = 3) Soit F un fermé de Y. Posons A = f~!(F). Comme F est un fermé contenant f(A),
il contient aussi son adhérence donc si celle-ci contient f(A) alors A C f~'(F), c’est-a-dire que
'ensemble A = f~1(F) est fermé. O

Exercice 2.38 (TD3) Soient f : X — Y et g : Y — Z continues, montrer que si f et g sont
d’image dense alors g o f aussi.

La démonstration du corollaire et des deux propositions qui suivent est un exercice facile mais
recommandé.

Corollaire 2.39
— La topologie induite sur X C E est la moins fine rendant continue l'injection canonique de X
dans E.
— Toute restriction ¢ X d’une application continue (sur E) est continue (sur X muni de la
topologie induite).
— Une application f : E — F d’image incluse dans Y C F est continue si et seulement si sa
corestriction de E dans'Y (muni de la topologie induite) l’est.

Proposition 2.40
— Soient X,Y, 7 trois espaces topologiques, A une partiede X, a € A, f: A=Y etg:Y — 7.
Si f a pour limite £ au point a et si g est continue au point £, alors g o f a pour limite g(¢)
au point a.
— Toute composée d’applications continues est continue.

Remarque. Un cas particulier du premier point est : si u,, — £ et si g est continue au point ¢, alors
9(un) = g(0).

Proposition 2.41 Pour deux espaces X et Y, soient px : X XY — X et py : X XY — Y les
deux projections canoniques.
— La topologie produit sur ’ensemble X XY est la moins fine rendant continues px et py.
— Une application f a valeurs dans cet espace produit X XY est continue si et seulement si ses
deur composantes px o f et py o f le sont.

Tout ceci se généralise & un produit fini d’espaces. Il existe une définition et une caractérisation
analogues d’un produit infini, mais les “ouverts élémentaires” ne sont alors pas tous les produits
d’ouverts.
Exercices.
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— Pour tout espace topologique {y} réduit a un singleton, expliciter un homéomorphisme entre
X et X x{y}.

— Attention : si une application définie sur un produit est continue alors ses applications partielles
(quand on fixe 'une des deux variables) le sont, mais la réciproque est fausse : considérer

lapplication (z,y) %, prolongée par la valeur 0 au point (0,0).

Proposition 2.42 Soient Y un espace séparé et X un espace quelconque.

1. Etant données deux applications continues de X dans Y, Uensemble des points ou elles coin-
cident est un fermé de X.

2. Si f: X =Y est continue, son graphe {(x, f(x)) | © € X} est un fermé de l’espace produit
X xY.

Démonstration.

1. Notons F' et G ces deux applications. L’ensemble ou elle coincident est l'image réciproque
de la diagonale Ay (fermée d’aprés la proposition [2.32]) par I'application qui & tout z € X
associe le couple (F(x),G(z)) € Y x Y. D’aprés la proposition ci-dessus, cette application est
continue.

2. Ce graphe est ’ensemble des éléments de X X Y ou f o px coincide avec py. U

Exercice. (TD3) Montrer par un contre-exemple de R dans R que la réciproque du second point
est fausse.

La proposition suivante s’applique en particulier dans les espaces métriques du pro-
chain chapitre.

Proposition 2.43 Dans un espace Y, soit y un point possédant une base au plus dénombrable de
VOISINAJES.

1. pour toute suite u dans Y, y est une valeur d’adhérence de u (si et) seulement s’il est limite
d’une sous-suite de u ;

2. pour toule partie B de Y, y est adhérent & B (si et) seulement s’il est limite d’une suite
d’éléments de B ;

3. pour toute application g : B — Z définie sur une partie B de Y a laquelle y est adhérent, un
point L € Z est limite de g en y si (et seulement si) { est une limite séquentielle de g en
y, c’est-a-dire si pour toute suite u = (u,) dans B de limite y, la suite gou = (g(u,)) a pour
limite €.

Démonstration. Soit (V,,)n,en une base de voisinages de y, que 'on peut supposer décroissante
(quitte a remplacer chaque V,, par son intersection avec les V,, précédents). Le principe est que
toute suite u telle que Vn € N, u,, € V,, converge alors vers y.

1. Si y est une valeur d’adhérence d’une suite u, comme chaque V,, contient u; pour une infinité
d’indices k, on peut définir par récurrence une suite d’entiers k, en choisissant, pour tout
n € N, un entier naturel k,, strictement supérieur aux k,, précédents et tel que ug, € V,,.

2. Si y est adhérent & une partie B, comme chaque V,, rencontre B, on peut choisir u, € V,, N B.

3. Raisonnons par contraposée. Si £ n’est pas limite de g en y, il existe un voisinage V' de ¢ dont
I'image réciproque ne contient aucun V,, N B. En choisissant dans chaque V,, N B un u, tel que
g(uy,) ¢ V, on construit une suite u de limite y dont I'image ne converge pas vers /. U

Exercice. Déduire de cette proposition purement locale quelques énoncés globaux et un critére (local
ou global) de continuiteé.

Exercice. (TD3) Soit un ensemble non dénombrable, muni de la topologie codédombrable : les
ouverts sont & et les parties codénombrables, c’est-a-dire de complémentaire au plus dénombrable.
Montrer que
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ceci définit bien une topologie (est-elle séparée?) ;

les seules suites convergentes sont les suites constantes ;

toute partie non dénombrable est dense;

cet espace n’est pas a bases dénombrables de voisinages ;

aucun point de cet espace n’est a bases dénombrables de voisinages.
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Chapitre 3

Espace métrique

3.1 Distance et norme

Définition 3.1 Une distance sur un ensemble E est une application d : E x E — RY telle que
(pour tous points x, y et z de E)

— symétrie : d(z,y) = d(y, )

— séparation : d(z,y) =0 =y

— inégalité triangulaire : d(z,z) < d(z,y) + d(y, 2).
Un espace métrique est un tel couple (E,d), noté simplement E quand d est implicite.

Exemples.
— La distance discréte sur un ensemble quelconque E est définie par d(z,x) = 0 et d(z,y) = 1
siy # x.
— La distance usuelle sur R est définie par d(z,y) = |z — y|.
— Si X est un ensemble et (E,d) un espace métrique, 'ensemble EX des applications de X dans
E peut étre muni de la distance de la convergence uniforme :

doo(f,9) = min(1,ex(f,9)), ou ex(f,g) =supd(f(x),g()) € [0, +00].

rzeX

Définition 3.2 Une norme sur un espace vectoriel réel E est une application || || de E dans R
telle que (pour tous vecteurs x ety et tout réel \)

— séparation : ||z =0=2x=0

— homogénéité : | Az|| = |A|||z]|

~ sous-additivité ou inégalité triangulaire : ||z +y|| < ||z|| + ||y]-

On définit alors sur £ une distance en posant d(z,y) = ||z — y||.
Exemples. La norme euclidienne sur R” (ou hermitienne sur C") et plus généralement les “normes
(P’ définies par

It )l = /TP -+ faal? si p € [1,+ocl,

(21, ..o 20) |l = max(|xy], ..., |za])-

Dans un espace métrique, on définit les boules ouvertes, les boules fermées et les sphéres par :
B(a,r)={x € E|d(z,a) <r}, B'(a,r)={x € FE|d(x,a) <r}, S(a,r)={z € E|d(z,a)=r}.

Exercice. Pour que B(w,r) C B(f), R), montrer qu’il suffit que r < R — d(2,w). En déduire qu’il
suffit que 2r < R — d(Q2, a) pour un certain a € B(w, ).
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3.2 Topologie d’'un espace métrique

Définition 3.3 La topologie canonique d’un espace métrique E est celle dont une base d’ouverts
est constituée des boules ouvertes.
Un espace topologique est dit métrisable si sa topologie peut étre ainsi déduite d’une distance.

On vérifie que ces boules forment bien une base (cf. proposition [2.29).

Exemples. La topologie canonique sur R muni de la distance usuelle est la topologie de 'ordre. Celle
sur un ensemble muni de la distance discréte est la topologie discréte.

Tout espace métrisable est évidemment séparé et & bases dénombrables de voisinages.
Exercice. Montrer que (contrairement a la topologie de I'ordre) la topologie de la distance se com-
porte bien par rapport a la topologie induite, c’est-a-dire que si A est une partie d’un espace métrique
E, les deux topologies naturelles sur A sont égales (celle induite par la topologie de E et celle de la
distance sur A restriction de celle sur F). Indication : montrer que pour tout a € A, les B(a,r) N A
(r > 0) forment une base de voisinages de a pour ces deux topologies.

Lemme 3.4 Soient E un espace métrique et a un point de E.

1. Toute suite de boules voisinages a et de rayons tendant vers 0 constitue une base de voisinages
de a.

2. Pour qu’un ensemble de boules ouvertes soit une base d’ouverts, il suffit que tout point de £
appartienne a des boules de cet ensemble de rayons arbitrairement petits.

Démonstration. Le premier point se déduit de exercice final du §3.1}
Le second se déduit du premier et de la proposition [2.27] O

Proposition 3.5 Un espace métrisable est a base dénombrable d’ouverts (si et seulement) s’il est
séparable.

Démonstration. Soit (x,)n,en une suite dense, alors la famille dénombrable des boules B(z,,1/m)
pour n € N et m € N* forme une base d’ouverts, d’aprés le lemme. (Réciproquement, tout espace
— métrisable ou pas — a base dénombrable d’ouverts est séparable, cf. proposition M) O
Exercice. (TD3) Soit, pour tout entier naturel n, une suite réelle x(n) = (x(n)x)ren. Montrer qu’il
existe une suite bornée (yx)ren telle que Vk € N, |y, — 2(k)i| > 1. En déduire que I'espace > des
suites bornées n’est pas séparable.

3.3 Propriétés de la distance

Définition 3.6 Dans un espace métrique (E,d),
— une partie est dite bornée si elle est incluse dans une boule ;
— le diamétre d’une partie non vide A est défini par :

diam(A) = sup d(z,y) € [0, +o0].
T, yeA

Exercices.
— L’ensemble vide est-il borné ?
— Quelles sont les parties (non vides) de diamétre nul ?
— Montrer que dans R, les parties bornées pour la distance usuelle sont simplement les parties
bornées au sens de 'ordre.

— Montrer que diam(A) = diam(A).
Proposition 3.7 Pour une partie non vide A de E, les propriétés suivantes sont équivalentes :
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— la partie est bornée;
— son diametre est fini;
— pour tout x € E, A est inclus dans une boule de centre x.

Une application & valeurs dans un espace métrique est dite bornée si son image est une partie bornée.
Exercice. En utilisant la proposition montrer que :
— pour la topologie de la convergence uniforme sur E¥, le sous-ensemble B(X, E) des fonctions
bornées est fermé ;
— si Pensemble X est muni d’une topologie, le sous-ensemble C'(X, E) des fonctions continues
est également fermé dans B(X, F).
Nous allons déduire de I'inégalité triangulaire (jointe a la symétrie) que

|d(z, z) —d(y, 2)| < d(z,y),
et méme une inégalité plus générale :

Définition 3.8 Une application f : E — F entre deux espaces métriques est dite k-lipschitzienne,
pour un certain réel k > 0, si

S7il existe de tels k alors le plus petit d’entre eux existe et est appelé la constante de |Lipschitz de f.

On verra plus loin qu’une telle application est continue. Exemple : toute application isométrique
(c’est-a-dire vérifiant dp(f(x), f(y)) = dg(x,y)) est 1-lipschitzienne, donc toute isométrie (c’est-a-
dire toute bijection — ou surjection — isométrique) est un homéomorphisme.

Proposition 3.9 L’application distance d’un point a une partie A non vide, définie de E dans R
par
r—d(z,A) = in£ d(x,a),
ac

est 1-lipschitzienne, c’est-a-dire que |d(x, A) — d(y, A)| < d(z,y).

Démonstration. Pour x,y fixés, soient f,g: A — R définies parf(a) = d(x,a) et g(a) = d(=z, )
d(y,a). De f < g on déduit inf f < infg (cf. TD2), c’est-a-dire d(x, A) < d(z,y) + d(y, A). M

chose en échangeant x et y, autrement dit : d(z,y) majore a la fois la différence d(z, A) — d(y, )
son opposée. Il majore donc la valeur absolue.

Exercice. Pour A, B non vides, on pose d(A, B) = infucapep d(a, b).

Montrer que d(A, B) = inf,cp d(b, A). Montrer que d(A, B) = d(A, B). Trouver deux fermés disjoints
A et B dans R?, puis dans R, tels que d(A, B) = 0.

Attention : toute “boule ouverte” est ouverte (par définition), toute “boule fermée” B'(a,r) est
fermée (comme image réciproque du fermé [0, r] par 'application x +— d(x, a) qui est 1-lipschitzienne
donc continue), mais quand la distance ne vient pas d’une norme, les inclusions suivantes peuvent
étre strictes (considérer par exemple la distance discréte) :

- —_——
B(a,r) C B'(a,r), B'(a,7) D B(a,r)
(et donc les frontiéres de B(a,r) et de B'(a,r) sont incluses dans la sphére S(a,r)).

Exercice. (TD3) Démontrer que dans un R-espace vectoriel normé, Padhérence, Uintérieur et la
frontiére de B(a,r) et de B’(a,r) sont ce & quoi 'on s’attend.

Proposition 3.10 L’adhérence d’une partie est [’ensemble des points a distance nulle de cette par-
lie :

reAsdx,A)=0.
Démonstration. Chacune des deux assertions équivaut a I'existence d’une suite (a,) a valeurs dans

A telle que d(z,a,) — 0. B O
Exercice. Montrer que pour tout point x et toute partie A, d(zA) = d(z, A).
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3.4 Continuité uniforme

Deux distances sur X qui définissent la méme topologie sont dites topologiquement équivalentes.
Mais pour les espaces métriques, il existe une notion plus fine de continuité et donc d’équivalence
(on verra plus loin que pour des distances associées & des normes, les deux notions coincident, et
que sur R” toutes les normes sont équivalentes) :

Définition 3.11 Une application f d’un espace métrique (E,dg) dans un espace métrique (F,dp)
est dite uniformément continue si

Ve > 07 377 > O,VZE,y € E7 dE(xay) <n= dF(f(x)af(y)) <E&.

Deuz distances d et d' sur un méme espace X sont dites uniformément équivalentes si application
identité de (X, d) dans (X,d') et sa réciproque sont uniformément continues.
On dit alors que d et d' définissent sur X la méme structure uniforme.

Exercices.
— Pour toute application entre espaces métriques,
lipschitzienne = uniformément continue = continue ;

— pour toutes distances d et d’ sur un méme ensemble,

Lipschitz-équivalentes = uniformément équivalentes = topologiquement équivalentes,
ot Lipschitz-équivalentes signifie da,b > 0,ad < d’ < bd;

— les réciproques sont fausses (on verra bientét une notion strictement intermédiaire entre 1’équi-
valence topologique et I’équivalence uniforme : celle d’avoir mémes suites de Cauchy).

— sur R, les distances associées aux sont toutes Lipschitz-équivalentes & la norme
| |l €t pour tout z € R”, lim, ,, ||z, = [|z]|oc (pour information : l'inégalité de Holder
permet méme de montrer que pour tout x € R™, 'application décroissante p +— |[|z||, est
continue sur [1, +00]);

— (TD3) pour toute distance d, min(1,d) et ﬁ sont des distances uniformément équivalentes
a d, et bornées (donc non Lipschitz-équivalentes a d si d est non bornée). En particulier sur
B(X, E), la distance uniforme do (cf. §3.1)) est uniformément équivalente a e, qui est pour
cet espace une distance plus commode.

Proposition 3.12 Soient (X,dx) et (Y,dy) deuzx espaces métriques. L’application d définie par

d((z,y), (2", y') = max(dx(z,2"), dy (y,y"))

est une distance sur ’ensemble produit X XY et sa topologie associée n’est autre que le produit des
topologies sur X et'Y associées a dx et dy.

Démonstration. La vérification que d est une distance est immédiate. L’égalité entre les deux topo-
logies résulte de la remarque : By((x,y),r) = Bay (x,7) X B, (y,7). En effet, on en déduit d’abord
que toute d-boule ouverte — donc aussi toute réunion de d-boules ouvertes — est un ouvert de X x Y.
Montrons que réciproquement, tout ouvert O de X X Y est un ouvert pour la topologie associée
a d, c’est-a~dire est un d-voisinage de tous ses éléments; pour tout (z,y) € O, il existe U ouvert
de X et V ouvert de Y tels que (z,y) € U x V et U x V C O, donc il existe r,75 > 0 tels que
By, (z,7m1) X By, (y,m2) C O d’o1, en posant r = min(ry,72) : Ba((z,y),r) C O. O
Remarque. Par 1'équivalence ci-dessus entre les diverses normes || ||, sur R? pour p € [1,+00], on
obtient des distances d, sur X x Y uniformément équivalentes a la distance d de la proposition en
posant

dp((2,y), (2", 9) = || (dx (z,2"), dy (4, ¥) |-
Plus généralement, on démontrerait — si I’on avait défini les produits infinis d’espaces topologiques
— qu’un produit dénombrable d’espaces métrisables est métrisable, d’une facon “suffisamment cano-
nique”.
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Proposition 3.13 Soient (X,dx), (Y,dy) et (Z,dz) trois espaces métriques et f : X XY — Z
une application kx-lipschitzienne par rapport a la premiére variable et ky -lipschitzienne par rapport
a la seconde. Alors, pour la distance d ci-dessus sur X XY, [ est (kx + ky)-lipschitzienne.

Démonstration. dz(f(z,y), f(2',¢) < dz(f(z,y), (2" y)) + dz(f(2,y), f(«',y))
< kxdx(z,2') + kydy (y,y') < (kx + ky)d((z,y), (2',9')). U

Corollaire 3.14 Pour tout espace métrique (X, dy), Uapplication dx est 2-lipschitzienne, de X x X
(muni de la distance d ci-dessus) dans R (muni de la distance usuelle).

Exercice. Soient f : X — Y une application continue. On suppose qu’il existe dans X une partie
dense A telle que la restriction de f & A soit isométrique. Montrer que f est isométrique. Méme
question en remplacant “isométrique” par “uniformément continue”.

3.5 Complétude

3.6 Suites de Cauchy, espaces complets
Définition 3.15 Une suite (u,) dans un espace métrique (E,d) est dite de Cauchy si
Ve >0, AN €N, Vp,q > N, d(up, u,) <e,

autrement dit si

lim sup d(um,u,) = 0.
n—oo m>n

Proposition 3.16
1. toute sous-suite d’une suite de Cauchy est elle-méme de Cauchy;
2. toute suite de Cauchy est bornée;

3. une suite est convergente si (et seulement si) elle est de Cauchy et posséde une sous-suite
convergente ;

4. Uimage d’une suite de Cauchy par une application uniformément continue est de Cauchy.
Démonstration. Le “autrement dit” de la définition vient de

Vp,q > N,d(up,uy) <e<Vm>n> N, d(un,u,) <e<Vn> N, sup d(un, u,) <.

m>n

Soit u une suite de Cauchy.
1. Immédiat en utilisant que si (un, )x est une sous-suite de (u,), alors n; > k.

2. Tl existe N tel que Ym > N, d(u,,,uy) < 1 donc la suite est bornée (“a partir du rang N”
donc a partir du rang 0, quitte & remplacer 1 par son max avec N réels).

3. Si u posséde une valeur d’adhérence ¢ alors u converge vers ¢ car pour tout € > 0, il existe NV
tel que Vp,q > N, d(up,u,) < e et 3¢ > N tel que d(uy, £) < e donc Vp > N, d(u,, l) < 2¢.

4. Tmmédiat. 0

Définition 3.17 Un espace métrique E est dit complet si tout suite de Cauchy converge dans E.
Un espace de Banach est un espace vectoriel normé complet (pour la distance associée a sa norme).

Exemples.
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— Pour la distance usuelle, Q n’est évidemment pas complet mais R 'est, puisque toute suite
réelle bornée posséde des sous-suites qui convergent dans R (cf. .

— L’espace vectoriel /7 (cf. cours d’intégration : constitué de certaines suites et muni d’une norme

généralisant la morme 7 sur R")) est un espace de Banach.

— Dans /P, le sous-espace des suites nulles a partir d’un certain rang n’est pas complet.
Exercice. (TD3) Sur R, donner une distance topologiquement équivalente a la distance usuelle mais
pour laquelle R n’est pas complet (donc a plus de suites de Cauchy) et une distance qui a mémes
suites de Cauchy que la distance usuelle mais ne lui est pas uniformément équivalente (penser a

2% — y?)).

3.7 Propriétés générales

Proposition 3.18 Si E est un espace métrique complet alors, pour tout ensemble X, l’espace mé-
trique EX aussi (muni de la distance de la convergence uniforme).

Démonstration. Soit (f,)neny une suite de Cauchy dans EX. Pour tout £ €]0, 1], il existe N tel
que Vp,q > N,duo(fp, f;) < € cest-a-dire Vo € X, d(f,(z), f,(x)) < e. On en déduit que pour tout
x € X, la suite (f,(z))nen est de Cauchy donc converge vers un certain f(z) € F, et (par passage a
la limite quand ¢ — oo puis au sup sur z € X) Ve €]0,1[, IN,Vp > N, doo(fp(2), f(x)) < €, ce qui
prouve que f, — f. U

Proposition 3.19
1. Toute partie compléte d’un espace métrique E est fermée dans E.

2. Tout fermé d’un espace métrique complet est complet.

(En particulier lorsque E est un espace vectoriel normé : tout sous-espace qui est de Banach est
fermé, et réciproquement si E est de Banach.)
Démonstration.

1. Soit A une partie compléte de E. D’aprés la proposition [2.43] il suffit de montrer que pour
toute suite a dans A qui converge dans F, la limite ¢ est dans A. Or a est une suite de Cauchy
dans A, donc converge vers un certain ¢/ € A, d’ou ¢ = ¢’ € A.

2. Soient A fermé dans F complet et a une suite de Cauchy dans A. Alors a est une suite de
Cauchy dans F donc converge vers un certain ¢ € E. Comme A est fermé, / € A donc a
converge dans A. O

Par exemple, pour la distance de la convergence uniforme sur EX, si E est complet alors B(X, E)
aussi. Si de plus X est un espace topologique alors C(X, F) est complet aussi (et 'intersection des
deux aussi, mais on verra que C'(X, F) est en fait inclus dans B(X, FE) dés que X est compact, en
particulier si X est un segment réel [a, b]).

Proposition 3.20 Un produit X XY d’espaces métriques non vides est complet si et seulement si
X etY le sont.

Démonstration. Exercice (TD3). O
En particulier, R" est complet pour toute norme /7

Théoréme 3.21 Théoréme des fermés emboités. Un espace métrique E est complet si et seule-
ment si, dans E, pour toute suite décroissante de fermés non vides F,, dont le diamétre tend vers
zéro, lintersection des F,, est non vide (donc est un singleton).
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Démonstration. Supposons que E est complet et soit (F),), comme dans I’énoncé. Pour tout n,
choisissons un x,, € F,,. Alors la suite x est de Cauchy donc convergente, et sa limite ¢ appartient a
tous les F}, donc a leur intersection F'. Comme le diamétre de F' est majoré par ceux des F},, il est
nul donc F' = {/}.

Réciproquement, supposons que E vérifie la propriété de ’énoncé et soit x une suite de Cauchy,
c’est-a-~dire telle que le diamétre des fermés emboités F,, = {zy | k£ > n} tend vers 0. Alors 'ensemble
F = NyenF, des valeurs d’adhérence (cf. proposition de la suite z est non vide donc (puisqu’elle
est de Cauchy) elle converge. U

3.8 Prolongement d’une application et complété d’un espace

Pour qu’une application f a valeurs dans un espace métrique F', continue sur une partie dense
d’un espace métrique E, se prolonge en une application continue g de £ dans F' (un tel prolongement
étant alors unique d’aprés la proposition , on a besoin de deux hypothéses : que F' soit complet,
pour qu’il contienne “assez de points”, candidats a étre des g(x) (par exemple f =id : Q — F = Q ne
s’étend pas en une application continue g : E = R = Q — F), et que f soit “mieux que continue”,
pour ne pas avoir de “conflits entre les candidats” (par exemple f = 1jg oo : R* = F = R est
continue, mais ne s’étend pas en une application continue g : £ = R = R* — F). L’hypothése
classique sur f est la continuité uniforme (sur toute partie bornée : cela suffit) mais il en existe une
suffisante et plus souple : la continuité de Cauchy.

Définition 3.22 Une application f : E — F entre deux espaces métriques est dite Cauchy-continue
st pour toute suite de Cauchy (x,), dans E, la suite (f(x,)), dans F' est de Cauchy.

Proposition 3.23 Si f est uniformément continue sur toute partie bornée alors elle est Cauchy-
continue et si f est Cauchy-continue alors elle est continue.

Démonstration. Soit (x,), de Cauchy dans E. L’ensemble B de ses termes est donc borné et si f
est uniformément continue sur B alors (f(z,)), est de Cauchy.

Supposons maintenant f Cauchy-continue et montrons qu’elle est continue en tout point z. D’apreés
la proposition [2.43— applicable ici car tout espace métrique est & bases dénombrables de voisinages
— il suffit de vérifier que pour toute suite (z,), qui converge vers z, la suite (f(z,)), converge vers
f(z). On conclut en remarquant que “x,, — x” équivaut a “la suite (xq,z,z1,x,...) est de Cauchy”
(et de méme pour les images). O
Exemples. Les réciproques sont fausses : on a déja vu 'exemple de la fonction 1jg 1 : R* — R, qui
est continue mais pas Cauchy-continue (I'image de la suite (—1)"/n n’est pas de Cauchy) ; la fonction
tan :] — 7/2,7/2[— R non plus (I'image de la suite 7/2 — 1/n n’est pas de Cauchy). L’application
R — R,z — 22 est Cauchy-continue mais pas uniformément continue. Pour la distance usuelle d,
elle est uniformément continue sur toute partie bornée, mais il suffit de remplacer d par une distance
bornée uniformément équivalente pour qu’elle ne le soit plus.

Théoréme 3.24 Théoréme de prolongement. Si A est une partie dense d’un espace métrique
E, toute application Cauchy-continue f de A dans un espace métrique complet F' se prolonge (de
facon unique) en une application continue g : E — F.

Démonstration. Tout point x € E est limite d’une suite (ay,), dans A. La suite (f(a,)), est alors
de Cauchy dans F' complet, donc convergente, et sa limite ne dépend que de x. En effet, si (b,),
est une autre suite dans A qui converge vers x, alors la suite (ag, b, a1, b1, ...) est de Cauchy donc
son image par f converge, si bien que (f(b,)), a méme limite que (f(a,)),. On peut donc définir
g : E — F par: g(z) est la limite de (f(a,)),, pour toute suite (a,), dans A de limite z. En
particulier — cas des suites constantes — g prolonge f. Enfin, g est continue car séquentiellement
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continue. En effet, pour toute suite (z,,), dans E, on peut choisir une suite (a,), dans A telle que
d(an, z,) et d(f(ay), g(z,)) tendent vers 0 (par exemple pour chaque n on choisit pour a,, dans une
suite (a,x)r de A convergeant vers xz,, donc d’image par f convergeant vers g(z,), un terme d’indice
k assez grand pour que d(an g, xn) < 1/n et d(f(ank),g9(x,)) < 1/n). Si (z,), converge vers z, on
en déduit alors que (a,), aussi, donc (f(a,)), converge vers g(z), donc (g(z,)), aussi. O

Théoréme 3.25 Existence et unicité du complété.
— Pour tout espace métrique E, il existe un espace métrigue complet E dont E est (& bijection
isométm’que pres) un sous-espace dense.
— Un tel E est unique au sens sutvant : si E est un sous-espace d’un espace métrique complet
E' et si toute injection isométrique de I dans un espace métrique complet F' s’étend de fagon
unique en une application continue de E' dans F', alors il existe entre E et E' une bijection
isométrique fizant les points de E.

L’espace E est appelé le complété de F.
Démonstration.

— On peut plonger E dans l'espace B(FE,R) des fonctions bornées de E dans R, qui est complet
pour la distance ey, (définie au § : on fixe arbitrairement un point a de E, on associe a
tout élément x de E la fonction f, définie par f,(z) = d(x, z) — d(a, z), et on vérifie que pour
tous = et y dans E, ex(fs, f,) = d(z,y). On prend alors pour E Iadhérence dans B(E,R) de
I'image de E.

— L’inclusion de F dans E’ s'étend en une application continue f de E dans E’ (d’aprés le
théoréme de prolongement) et 'inclusion de E dans E s’étend en une application continue
g de E' dans E (par hypothése d’existence des prolongements a E/) La composée f o g,
de F’ dans lui-méme, est alors un prolongement continu de I'inclusion de E dans E’ donc
(par hypothése d’unicité des prolongements a E’) c’est identité, si bien que f est surjective.
Comme elle est continue, elle est isométrique (donc injective) non seulement sur la partie
dense E mais sur E tout entier. Il

3.9 Théoréme de point fixe

Définition 3.26
— Une application enire deur espaces mélriques est dite contractante, ou k-contractante, si elle
est k-lipschitzienne pour un certain k < 1.
— Un point fize de f est un élément x tel que f(x) = x.

Le théoréme suivant est particuliérement utile dans la théorie des équations différentielles ou inté-
grales.

Théoréme 3.27 Théoréme du point fixe de Picard-Banach. Soient X un espace métrique
complet non vide et f: X — X k-contractante. Alors f admet un unique point fize { et pour tout

xo € E, la suite x, = f"(xq) converge vers { et, plus précisément, d(x,,() < lli—nkd(xo,xl).

Démonstration. L’unicité résulte simplement du fait que f est contractante. Par récurrence, d(x;, ;1) <
k'd(zg, 1) donc par inégalité triangulaire,

Vm > n,d(x,, Ty) < Z d(x;, zi01) < Z k'd(zg, 1) < K d(xg, 1)

, 1—-k
n<i<m n<i<m

et ce majorant tend vers 0 quand n tend vers l'infini, ce qui prouve que la suite z est de Cauchy
donc converge vers une limite ¢, vérifiant la majoration annoncée (par passage a la limite quand
m — o0) et f(¢) = ¢ (puisque f(x,) = x,.1 et que f est continue). O
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Corollaire 3.28 Cas ou une itérée est contractante. Soient X un espace métrique complet
non vide et f : X — X telle que fP soit contractante pour un certain p € N*. Alors f admet un
unique point fize { et pour tout xo € E, la suite x,, = f"(xy) converge vers (.

Démonstration. Soit ¢ I'unique point fixe de fP. Tout point fixe par f est fixe par f? donc égal a
0. Réciproquement, ¢ est fixe par f, car f({) est fixe par fP donc égal a ¢. Enfin, ¢ est limite de
chacune des p suites ([T (xq))nen pour r =0,...,p — 1, donc aussi de la suite (f"(x¢))pnen. O
Remarque. On n’a pas eu besoin de supposer f continue. Par exemple I'application f : [0, 1] — [0, 1]
définie par f(0) = 1/2 et Va €]0,1], f(z) = 1, bien que discontinue, est de carré constant (donc
O-contractant) et son unique point fixe est 1.

Corollaire 3.29 Théoréme du point fixe avec paramétre. Soient X un espace métrique com-
plet non vide, T un espace topologique, k < 1 et f: T x X — X telle que f(t, ) soit k-contractante
pour tout t € T et f( ,x) soit continue pour tout x € X. Alors f(t, ) admet un unique point fize x;
pour tout t € T et l'application T" — X, t — x; est continue.

Démonstration. Il reste a prouver la continuité de ¢ — x;. Remarquons d’abord (dans l'intention de
faire tendre ¢ et x vers s et y fixés) que

d(f(t,x), f(s,y)) < d(f(t,x), f(t,y) +d(f(t,y), f(s,y)) < kd(x,y) +d(f(t,y), f(s,9))

(ce qui prouve au passage que les hypothéses sur f entrainent qu’elle est continue non seulement
séparément par rapport aux deux variables, mais par rapport au couple). En appliquant cette
majoration a xr = x; et y = xz,, on en déduit :

d(f(ta xs)a f(sa xs)) )

d <
('Thxs) = 1 _ k

Pour s fixé, quand ¢t — s, le majorant tend vers 0 donc z; — z,. 0]
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Chapitre 4

Compacité

4.1 Propriété de Borel-Lebesgue

On appelle recouvrement d’une partie Y de X toute famille (U;);c; de parties de X dont la
réunion U;c;U; contient Y, et sous-recouvrement, toute sous-famille (U;);cs, J C I qui constitue
encore un recouvrement. Si X est un espace topologique, un recouvrement (U;);c; est dit ouvert si
tous les U; sont des ouverts de X.

Définition 4.1 Un espace compact est un espace séparé X wvérifiant la propriété de Borel-
Lebesgue, c’est-a-dire tel que tout recouvrement ouvert de X admet un sous-recouvrement fin.
Une partie d’un espace topologique est dite compacte si ¢’est un compact pour la topologie induite.

Remarques. La compacité est clairement une propriété topologique, c’est-a-dire invariante par
homéomorphismes.
D’aprés la définition de la topologie induite, une partie Y de X est compacte lorsqu’elle est séparée
et que tout recouvrement de Y par des ouverts de X posséde un sous-recouvrement fini.
Exemples. (Exercice, TD4)

— Un espace fini séparé est compact.

— Un espace discret est compact si et seulement s’il est fini.

— Dans un espace séparé, étant donnée une suite convergente, I’ensemble constitué des termes

de la suite ainsi que de la limite est compact.

Par passage aux complémentaires et contraposée, on obtient immédiatement :

Proposition 4.2 La propriété de Borel-Lebesque équivaut & : toute famille de fermés dont les sous-
familles finies sont d’intersection non vide est elle-méme d’intersection non vide.

Théoréme 4.3 Dans un espace séparé, deux parties compactes disjointes sont toujours incluses
dans deux ouverts disjoints.

Démonstration. Prouvons-le d’abord dans le cas ot I'un des deux compacts est un singleton. Soient
K un compact d'un espace séparé X et x un point du complémentaire X \ K. Comme X est séparé,
pour tout y € K, il existe deux ouverts disjoints O, > y et U, > . Les ouverts O, pour y € Y
recouvrent alors Y ; on peut en extraire un sous-recouvrement fini (O,),er. L'ouvert O := U,crO,
contient K ; 'ensemble U := NycpU, est disjoint de O et contient x, et il est aussi ouvert car F est
fini.

Déduisons le théoréme du cas particulier précédent, par la méme technique. Soient K et K’ deux
compacts disjoints dans un espace séparé X. Pour tout x € K’ il existe, d’aprés le cas particulier,
deux ouverts disjoints O, DO K et U, > z. Le recouvrement (U,),cx: de K’ posséde un sous-
recouvrement fini (U,).er, dont la réunion est disjointe de 'ouvert NcrO, D K. O
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Proposition 4.4
1. Tout fermé d’un compact est compact.

2. Toute partie compacte d’un espace séparé est fermée.

Démonstration. Le premier point résulte immédiatement de la proposition et du fait que si F'
est un fermé d’un espace X alors tout fermé de F' (pour la topologie induite) est un fermé de X.
Pour le second, montrons que pour tout compact K d’un espace séparé X, le complémentaire de K
est voisinage de tous ses points. Soit z € X \ K ; d’aprés le (cas particulier du) théoréme précédent,
K et {z} sont inclus dans deux ouverts disjoints. Il existe donc bien un ouvert inclus dans X \ K
et contenant x. U

Un corollaire de la proposition est que dans un compact, toute suite décroissante de fermés
non vides est d’intersection non vide. Compte tenu de la proposition précédente, ceci se reformule
en :

Corollaire 4.5 Théoréme des compacts emboités. Lintersection de toute suite décroissante
de compacts non vides est un compact non vide.

Proposition 4.6 Dans un espace compact, toute partie infinie a des points d’accumulation donc
toute suite a des valeurs d’adhérences, et si elle n’en a qu’une alors elle converge.

Démonstration. Toute partie sans point d’accumulation est fermée (TD2) donc compacte si 'espace
I'est. Comme elle est de plus discréte (TD2), elle est finie.

Dans tout espace séparé, si une suite n’a pas de valeur d’adhérence alors ’ensemble de ses valeurs
est infini (car chaque valeur n’est prise qu'un nombre fini de fois) et n’a pas de point d’accumulation,
donc I'espace est non compact d’aprés le point précédent.

Si une suite x ne converge pas vers a alors il existe un ouvert contenant a et excluant tous les termes
d’une sous-suite y. Si ’espace est compact, le complémentaire de 'ouvert 'est aussi donc d’aprés le
point précédent, y posséde une valeur d’adhérence différente de a, donc x aussi. Il
Exercice. (TD4) Redémontrer directement que dans un compact toute suite a des valeurs d’adhé-
rences, a partir de son expression classique comme intersection de fermés (cf.proposition .
Remarque. La réciproque est fausse (il existe méme des contre-exemples — ¢’est-a-dire des espaces
non compacts ot toute suite posséde pourtant des valeurs d’adhérence — qui sont séparés et a bases
dénombrables de voisinages). Nous verrons cependant dans la prochaine section, grace au lemme
suivant, que pour un espace métrique elle est vraie (théoréme de Bolzano-Weierstrass).

Lemme 4.7 Pour qu’un espace séparé X soit compact, il suffit que tout recouvrement de X par des
ouverts d’une base fixée posséde un sous-recouvrement fini.

Démonstration. Soient B une base d’ouverts de X vérifiant cette hypothése et (U;) un recouvrement
ouvert arbitraire de X. Notons C l'ensemble des ouverts O € B inclus dans au moins un U; et
montrons que C recouvre X. Puisque B est une base, chaque U; est une réunion d’ouverts O € B, et
méme O € C puisque O C U;, donc chaque U; est inclus dans la réunion de tous les O € C, si bien
que la réunion X des U; I'est aussi, donc C recouvre bien X. Par hypothése sur B, C posséde alors
un sous-recouvrement fini . Pour chaque O € F', si I’on note i(O) 'un des i pour lesquels O C U,
la famille (U;0))ocr est un sous-recouvrement fini de (Uj;). O

4.2 Espaces métriques compacts

Tout espace métrique compact est évidemment précompact, c¢’est-a-dire :
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Définition 4.8 Un espace métrique X est dit précompact si pour tout € > 0, X est recouvert par
un nombre fini de boules ouvertes de rayon c.

Propriétés immédiates :

— On obtient une définition équivalente en remplacant les e-boules ouvertes par des e-boules
fermées, ou par des parties de diamétres majorés par e.

— Tout métrique précompact est borné.

— Dans un espace métrique, une partie est précompacte si et seulement si son adhérence ’est.

Proposition 4.9 Tout espace métrique précompact est a base dénombrable d’ouverts.

Démonstration. Pour tout entier n > 0, on peut recouvrir I'espace par un ensemble fini de boules
ouvertes de rayon 1/n. La réunion de de tous ces ensembles finis est alors un ensemble au plus
dénombrable de boules, et constitue une base d’ouverts d’aprés le lemme (3.4 0

Exemple 4.10 Exemple d’e.v.n. (de dimension infinie) ou les suites bornées n’ont pas forcément
de sous-suite convergente ni méme de Cauchy : ¢ (les suites de réels de carrés sommables) et la
suite (de suites) (0,)nen, O 0, est la suite qui vaut 1 au rang n et 0 ailleurs.

Proposition 4.11 Un espace métrique X est précompact si et seulement si toute suite dans X
posséde une sous-suite de Cauchy.

Démonstration.

(=) Soit x une suite dans X précompact. Recouvrons X par un nombre fini de parties de
diamétres inférieurs & 2° = 1. L’une au moins de ces parties — notons-la X, — contient une infinité
de termes de la suite z, i.e. une sous-suite (Z,(n))n. On peut de méme recouvrir Xy par un nombre
fini de parties de X, de diamétres inférieurs & 27! et I'une d’elles, X;, contiendra une sous-suite
(Tp(10))n de (Zyn))n- En itérant le processus, on construit une suite décroissante de parties X,
de diameétres respectivement inférieurs & 2%, dont chacune contient une sous-suite (Zp(em))n de
la sous-suite précédente (Ty(k—1,n))n- La sous-suite diagonale (2y(mn))n est alors une sous-suite de
Cauchy de z.

(<) Raisonnant par contraposée, considérons un espace X non précompact et construisons dans
X une suite sans sous-suite de Cauchy. Pour un certain € > 0, X n’est pas réunion finie de boules
de rayon e. Ceci permet de construire par récurrence une suite (x,,), de points de X telle que

Vn €N, z, ¢ Up, B (xg, €)

Cette suite vérifie alors :
V(i,j) € N* i # j=d(v;,z;) > ¢

donc elle n’admet pas de sous-suite de Cauchy. U

Corollaire 4.12 Pour un espace métrique X, les propriétés suivantes sont équivalentes :
(1) X est compact ;
(2) toute partie infinie de X a un point d’accumulation ;
(3) toute suite dans X posséde une sous-suite convergente ;
(4) X est précompact et complet.

Démonstration. (3) < (4) résulte immédiatement de la proposition précédente, et 1’'on a déja vu
(1) = (2) = (3) (propositions [4.6] et [2.43). Supposons donc que X vérifie (3) et montrons qu'il est
compact (c’est le théoréme de Bolzano-Weierstrass). D’aprés ce qui précéde, il est précompact
donc a base dénombrable d’ouverts. Pour montrer que X est compact, il suffit alors — cf. lemme [4.7]
— de vérifier que tout recouvrement ouvert dénombrable (U, ),en posséde un sous-recouvrement fini.
Si tel n’était pas le cas, il existerait, pour tout n, un point z, n’appartenant a aucun des U, pour
k < mn, et cette suite (z,),eny n’aurait pas de valeur d’adhérence. O
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Corollaire 4.13 (cas trés particulier du théoréme de Tychonoff) Le produit de deux espaces
métriques compacts est compact.

Démonstration. Soient X et Y deux espaces métriques compacts et (z,y) = ((@n, Yn))nen une
suite dans leur espace métrique produit. La suite  admet une sous-suite convergente (z,,);en et la
sous-suite (yy,)ieny admet une (sous-)sous-suite convergente (Un,, )jen- La sous-suite ((zn, ,Yn, ))jen
de (x,y) converge. ‘ O
(En fait, tout produit au plus dénombrable d’espaces séquentiellement compacts — non nécessaire-
ment métrisables — est séquentiellement compact, et tout produit d’espaces compacts est compact,
mais ceci est hors programme puisque nous n’avons défini que les produits finis.)

Corollaire 4.14 Théoréme de Heine-Borel-Lebesgue. Une partie de R™ est compacte si (et
seulement si) elle est fermée et bornée.

Démonstration. Conséquence immeédiate des deux corollaires ci-dessus et du “théoréme de Bolzano-
Weierstrass pour les suites réelles” (cf. §1.2). O
Remarque. Puisque R est homéomorphe a un segment réel, il est compact.

4.3 Compacité et continuité

Proposition 4.15 L’image continue d’un compact dans un séparé est compacte, ¢’est-a-dire : s1 X
est compact, Y séparé et f: X — Y continue, alors f(X) est compact.

Démonstration. Soient U; des ouvert de f(X) (pour la topologie induite) recouvrant f(X);les O; :=
f~YU;) forment alors un recouvrement ouvert de X, dont on peut extraire un sous-recouvrement
fini (O;)ier. Les U; = f(O;) pour i € F recouvrent f(X). O
On dit qu’une application f : X — Y est fermée si pour tout fermé F de X, f(F) est un fermé de
Y (lorsque f est bijective, cela équivaut clairement a la continuité de f~!). On déduit alors de la
proposition précédente, grace a la proposition :

Corollaire 4.16 Toute application continue d’un compact dans un séparé est fermée. En particu-
lier, si elle est bijective alors c’est un homéomorphisme.

La proposition ci-dessus donne aussi, grace au théoréme de Heine-Borel-Lebesgue (corollaire [4.14)) :

Corollaire 4.17 Toute application continue d’un compact non vide dans R est bornée et atteint ses
bornes.

(Plus généralement : toute application continue d’un compact non vide dans R atteint ses bornes,
donc est bornée si elle est & valeurs réelles.)

Théoréme 4.18 Théoréme de Heine. Toute application continue d’un métrique compact dans
un métrique est uniformément continue.

Démonstration. Soient f: X — Y comme dans I’énoncé, et £ > 0. Si le compact

K= {(z,y) € X x X | d(f(2), f(y)) = €}

est non vide, en posant n = infx d on a, d’aprés le corollaire : > 0. O
Exercice. Montrer qu’une fonction entre deux espaces métriques est Cauchy-continue si et seulement
si elle est uniformément continue sur toute partie précompacte.
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Corollaire 4.19 Toute application continue d’un segment réel [a,b] dans R est approzimable uni-
formément par des fonctions continues affines par morceaus.

Démonstration. Soient f : [a,b] — R continue et £ > 0. Soit nn > 0 associé a ¢ par le théoréme
de Heine. On choisit une “subdivision de pas inférieur a n”, c’est-a-dire une suite finie de points
a=xg<x; <...<ux, =0btelle que xpy —x,_1 < npour k= 1,...,n. Soit g la fonction qui en
chaque z, vaut y; := f(zx) et qui est affine entre deux xz;, consécutifs. Alors, pour tout x € [xp_1, k],
f(z)—g(x) est compris entre f(z)—yg_1 et f(z)—yx, qui sont tous deux de valeur absolue inférieure
a e, donc |f(x) — g(x)] < e. O

En remarquant que ces approximantes sont des combinaisons affines de fonctions de la forme
r — (r—a)t, avec y* = max(0,y) = (y + |y|)/2 et que la fonction valeur absolue est limite
uniforme sur [—1, 1] d’une suite de polynémes, on va en déduire la preuve par Lebesgue du théoréme
classique d’approximation de Weierstrass :

Corollaire 4.20 Toute application continue d’un segment réel [a,b] dans R est approzimable uni-
formément par des fonctions polynomiales.

Démonstration. (Queffélec p. 12 et Choquet p. 142-143, cf]bibliographie] )

La fonction g de la preuve précédente s’écrit g(x) = Ao+ > p_; Ae(@ — 2_1)" pour des A, convena-
blement choisis : A\g = g(z¢), A1 est la pente de la “premiére corde” du graphe de g (de zg a x;) et
pour tout k > 1, \p11 — Mg est la variation de pente, de la “k-iéme corde” a la suivante.

Il suffit donc d’approximer par des polynomes la fonction valeur absolue sur [—M, M| pour M ar-
bitraire ou seulement (par homothétie sur la variable) pour M = 1.

Pour cela, écrivons |z| = /1 — (1 — 2?) et utilisons la formule du binéme généralisée, :

N . li-Hhee-LH. . nh-1-1
Vu €] —1,1] 1—U—1—Zanu"avecan—2( 2 2)' (n 2)_
n.
n=1

Les a,, sont positifs. Montrons qu’ils forment une série convergente : ainsi, la fonction /1 — u sera
limite des Py(u) := 1 — Y a,u” non seulement pour u €] — 1,1 et au sens de la convergence
simple, mais pour u € [—1, 1] (en particulier pour u € [0,1]) et au sens de la convergence uniforme,
donc |z| sera limite des polynomes Py(1 — x?), uniformément par rapport a x € [—1,1], ce qui
terminera la preuve.

Pour tout entier N > 0 et tout u € [0, 1],

N 00
Zanu” §Zanu”:1—\/1—u
n=1 n=1

done S°N_ a,u™ < 1 donc (pour N fixé, en faisant u — 17) S22 a,, < 1 puis (en faisant, seulement

ensuite, tendre N vers linfini) > >°  a, < 1. O
Mentionnons sa généralisation, qui ne sera pas démontrée dans ce cours.

Théoréme 4.21 Théoréme d’approximation de Stone-Weierstrass. Soient X compact et A
une sous-algébre uniféere de llalgébre de Banach C'(X) des fonctions continues de X dans R (munie
de la norme de la convergence uniforme). Si A sépare les points de X, alors A est dense dans C'(X).

(On dit que A sépare les points de X si pour toute paire {z,y} C X, il existe f € A telle que
f(z) # f(y); dire que A est une sous-algébre unifére revient a dire qu’elle est stable par sommes,
produits et produit par un réel et contient la fonction constante 1.)
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Chapitre 5

Connexité

5.1 Définition et premiers exemples

Définition 5.1 Les conditions suivantes sont équivalentes et un espace topologique X est dit connexe
s’il les vérifie.

X n’est pas la réunion de deux ouverts non vides disjoints;

X n’est pas la réunion de deux fermés non vides disjoints;

tout ouvert fermé non vide de X est égal a X ;

o v~

les seules parties de X a la fois ouvertes et fermées sont & et X ;
5. toute application continue de X dans lespace discret {0,1} est constante.
Une partie C' de X est dite connexe si C munt de la topologie induite est un espace connexe.

Remarque. C' est donc non connexe si et seulement s’il est inclus dans la réunion de deux ouverts
U etV de X tels que U et V rencontrent C' et U NV ne rencontre pas C'. Il n’est pas nécessaire
que U et V soient disjoints (et c’est parfois méme impossible, cf. exemple 4 ci-dessous) mais si X
est un espace métrique, on peut faire en sorte qu’ils le soient. En effet, en notant U’ = U N C et
V'=UNC,onaU' NV’ =@ et V'NU = @. En posant alors U” = {x € X | d(z,U’) < d(x,V")} et
V'={x e X |d(z,V') < d(z,U")}, on obtient deux ouverts de X vérifiant les conditions voulues.
(Cette propriété se généralise a tout espace X complétement normal.)

Exemples.

1. La topologie grossiére (sur n’importe quel ensemble) est connexe.
2. La topologie discréte n’est connexe que si I’ensemble est @ ou un singleton.

3. En fait, plus une topologie est fine, moins elle a de chances d’étre connexe. (Plus formelle-
ment : sur un méme ensemble, toute topologie moins fine qu’une topologie connexe est encore
connexe ; cette propriété sera généralisée par le point 3 de la proposition .

4. Dans X = {—1,0, 1} muni de la topologie dont les ouverts sont & et les parties contenant 0,
la partie {—1,1} est discréte donc non connexe.

5. Dans Q (pour la topologie usuelle), les seuls connexes sont & et les singletons : on dit que
Q est “totalement discontinu”. Un espace peut donc étre totalement discontinu sans tout de
méme étre discret.

6. Montrer que I'ensemble de Cantor est un fermé de R non dénombrable et totalement discon-
tinu.

Dans un ensemble totalement ordonné, définissons les intervalles comme les parties qui, chaque fois
qu’elles contiennent deux éléments, contiennent tout élément compris entre les deux (z,y € I et x <
z <y = z € I). Pour la topologie de 'ordre sur cet ensemble, une partie connexe ne peut étre
qu’'un intervalle (pourquoi?). La réciproque n’est pas toujours vraie (penser a Q) mais I’est dans
R :
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Proposition 5.2 Les connexes de R sont les intervalles.

Démonstration. Tout intervalle réel est connexe d’aprés la cinquiéme caractérisation et le TVI
(théoréme des valeurs intermédiaires), puisqu’une application continue a valeurs dans {0, 1} discret
n’est rien d’autre — par corestriction, cf. corollaire [2.39]— qu’une application continue & valeurs dans
R qui ne prend, au plus, que les valeurs 0 et 1.

Le TVI se déduit de la propriété de la borne supérieure (§, soit directement, soit — moins
directement mais plus intuitivement — par dichotomie, donc en se ramenant au théoréme des suites
adjacentes, ou des fermés emboités (théoréme [3.21)), ou des compacts emboités (corollaire [4.5)). Mais
une autre option est déduire le TVI du point 3 de la proposition ci-dessous joint a la présente
proposition, et de démontrer celle-ci par une dichotomie plus simple. 0]

De méme que la compacité, la connexité est clairement une propriété topologique.

Exemples d’application : le cercle S! n’est homéomorphe a aucune partie I de R car un tel I serait
un intervalle d’extrémités a, b distinctes or pour a < ¢ < b, I\ {c} n’est pas connexe, tandis que S*
privé d'un point I’est (puisqu’il est homéomorphe a un intervalle). Par des raisonnements analogues,
[0, 1], ]0, 1] et [0, 1] sont deux & deux non homéomorphes.

5.2 Propriétés

Proposition 5.3 (“lemme de passage a la douane”) Dans un espace topologique, toute partie
connexe qui rencontre & la fois une partie A et son complémentaire rencontre nécessairement la
frontiere de A.

Démonstration. Si C est disjoint de FrA alors C N A et C'\ A sont égaux & C'N A et C'\ A, ouverts
de C. U

Proposition 5.4

1. L’adhérence d’une partie connexe est connexe. Plus généralement : si C est connexe et
C C AcCC alors A est conneze.

2. Toute réunion d’une famille d’intersection non vide de connezxes est conneze.

3. Limage continue d’un connere est connexe, c’est-a-dire que pour tout connexe C' et toute
application continue f: C —Y, f(C) est un conneze de Y.

4. Un produit X x Y d’espaces non vides est conneze si (et seulement si) X et'Y le sont.

Par exemple : R" (ou plus généralement tout produit d’intervalles réels) est connexe.
Démonstration. L’ensemble {0, 1} est muni ici de la topologie discréte.

1. Soient A,C' comme dans ’énoncé et f : A — {0,1} continue. Alors f est constante sur C'
donc (cf. proposition [2.42)) sur son adhérence dans A, qui (cf. exercice 2.11)) est égale a A.

2. Soient des connexes C; contenant tous un méme point a, et C' leur réunion. Une application
continue f : C' — {0, 1} vaut alors f(a) sur chaque C; donc sur C.

3. Sig: f(C)— {0,1} est continue alors g o f est continue sur C' donc constante, si bien que g
est constante sur f(C).

4. (Le “seulement si” résulte du point précédent, par continuité des projections et non-vacuité des
deux espaces. Le "si" est sans intérét lorsque I'un des deux espaces est vide car le produit est
alors vide donc connexe.) Soient X, Y connexes, yp € Y et f: X xY — {0,1} continue. Pour
tout € X, sur le sous-espace {x} XY (connexe car homéomorphe a V'), f vaut constamment
f(z,y0). Par connexité de X x {yo} (homéomorphe & X), tous ces f(x,yo) sont égaux, donc
f est constante. Il
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Exercice. (TD5) Redémontrer le point 4 en utilisant (deux fois) le point 2.

Remarque. Pour qu’une réunion de connexes C; soit connexe, il suffit que les C; soient deux a
deux non disjoints, ou que tous rencontrent I'un deux, ou encore (s’il s’agit d’une suite) que chacun
rencontre le suivant.

Exercice. (TD5) Montrer que si C et C’ sont deux parties connexes d’un espace topologique telles
que C’ rencontre C alors C' U C' est connexe.

Exercice 5.5 Montrer que si AU B et AN B sont connexes et si A et B sont tous deux ouverts (ou
tous deux fermés) alors ils sont connexes. (Indication : remarquer que si U et V' sont complémentaires
dans A et si AN B C U, alors V et U U B sont complémentaires dans A U B.)

Exercice. Les parties suivantes du plan sont-elles connexes ?

QxQ (@xR)U(RxQ), (QxQ)U[R\Q) x R\ Q)]

Exercice. Une intersection décroissante de fermés connexes du plan est-elle toujours connexe ? (In-
dication : penser & une échelle de longueur infinie.)

5.3 Connexité par arcs

Des points 2 et 3 de la proposition découle naturellement la notion topologique — clairement
plus forte et stable elle aussi par images continues — de connexité par arcs : X est dit connexe
par arcs si deux quelconques de ses points peuvent étre joints par un chemin continu, c’est-a-dire
sont égaux & f(0) et f(1) pour une certaine application continue f : [0,1] — X ou ce qui revient
au méme : si tout point de X peut étre joint ainsi & un point fixé x;.

Exemples.

— dans R, tous les connexes (les intervalles) sont connexes par arcs;

— plus généralement, dans un espace vectoriel normé, tout convexe est connexe par arcs (une
partie C' est dite convexe si Vo, y € C,[x,y] .= {tz+ (1 —t)y | t € [0,1]} C C), et méme toute
partie étoilée ;

— R™ privé d’un point est connexe (par arcs) si n > 1 (mais pas si n = 1, donc R n’est homéo-
morphe & aucun R" pour n > 1).

La connexité par arcs est une propriété strictement plus forte que la connexité. On a cependant

le résultat suivant :

Proposition 5.6 Soit X un espace connezxe. Si tout point de X a un voisinage connere par arcs,
alors X est connexe par arcs.

Démonstration. Soient xq € X et A I'ensemble des points de X joints a xy par un chemin. Tout
connexe par arcs V qui rencontre A est inclus dans A (en mettant bout a bout un chemin d’un
point de V' & un point x € VN A et un chemin de z & ). Par conséquent, 'ensemble (non vide) A
est & la fois ouvert (si x € A et si V est un voisinage connexe par arcs de x alors V' C A, donc A est
voisinage de tous ses points) et fermé (si x € A et si V est un voisinage connexe par arcs de x alors
V rencontre A donc V' C A donc x € A, donc A contient tous ses points adhérents) donc A = X.[J

Corollaire 5.7 Dans un espace localement conneze par arcs, un ouvert est connexe (si et) seulement
s’il est connexe par arcs.

Démonstration. Tout ouvert O d’un espace X localement truc est encore localement truc, car pour
tout € O, si F est une base de voisinages de x dans X alors le sous-ensemble {V € F |V C O}
est une base de voisinages de x dans O (pourquoi ?). En particulier, si O est un ouvert connexe d’un
espace localement connexe par arcs alors O est lui-méme localement connexe par arcs donc dans O,
tout point a une base de voisinages connexes par arcs et a fortiori, a au moins un voisinage connexe
par arcs. 0]
Remarque. En particulier, tout ouvert connexe d’un espace vectoriel normé est connexe par arcs.
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5.4 Composante connexe

Soit X un espace topologique.

Définition 5.8 La composante connexe d’un point x € X est la réunion des parties connexes de X
contenant x.

C’est donc le plus grand connexe contenant x, et les composantes connexes forment une partition
de X, comme classes de la relation d’équivalence “appartenir a un méme connexe”.

Les composantes connexes sont toujours fermées dans X (pourquoi?) — donc aussi ouvertes s’il
n’y en a qu'un nombre fini — mais pas ouvertes en général (penser & X = Q). Elle le sont cependant
si tout point de X a un voisinage connexe (pourquoi?), en particulier si X est localement connexe
(propriété plus forte mais dont l'intérét est que tout ouvert d’un localement connexe est localement
connexe, cf. preuve du corollaire ci-dessus).

Par exemple, les composantes connexes d’un ouvert U de R forment une partition de U
en intervalles ouverts. (De plus, cette famille F' d’intervalles est au plus dénombrable, car on peut
définir trés naturellement une surjection de U N Q dans F : cf. TD1.)

Il existe une notion analogue de composantes connexes par arcs (a priori plus petites car corres-
pondant a une relation d’équivalence plus fine : chaque composante connexe est une réunion disjointe
de composantes connexes par arcs). Attention, I'adhérence d’une partie connexe par arcs n’est pas
toujours connexe par arcs (penser au graphe de sin(1/x)) donc les composantes connexes par arcs
ne sont pas toujours fermées, contrairement aux composantes connexes. Mais beaucoup d’autres
propriétés ci-dessus de la connexité sont encore vraies pour la connexité par arcs (exemples : points
2, 3 et 4 de la proposition et exercice 5.5 + dans un espace localement connexe par arcs, les
composantes connexes par arcs sont ouvertes).

De méme que la (non-)connexité, le “nombre” — au sens : cardinalité — des composantes connexes
(ou celui des composantes connexes par arcs) d'un espace est clairement invariant par homéomor-
phismes, et méme le nombre de composantes de chaque cardinal.
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Deuxiéme partie

Espaces vectoriels normés
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Chapitre 6
Généralités

6.1 Exemples

On a déja défini les espaces vectoriels normés, comme exemples d’espaces métriques, ainsi que les
espaces de Banach (espaces vectoriels normés complets) et vu les exemples R™, 7 (qui se généralisent
en LP(u), cf. cours d’intégration).

On a aussi rencontré, pour tout espace métrique E, les espaces métriques B(X, F) (si X est
un ensemble) et C'(X, E) N B(X, E) (si X est un espace topologique), qui sont complets si F l'est.
Lorsque l'espace métrique E est en fait un espace vectoriel normé, on peut définir la structure
uniforme de ces deux espaces plus directement par la norme de la convergence uniforme :

1fllec = sup [ f ().
zeX

Généralisation : pour a € [0, 1], 'espace C'(X, E)** des fonctions a-héldériennes bornées d’un espace
métrique X dans un espace vectoriel normé E est muni naturellement de la norme

|f(z) = f(y)ll
d(z,y)*

Si E est de Banach — par exemple £ = R — alors C'(X, )% aussi.

[flla == [[f[loc + sup
TFY

6.2 Propriétés immédiates

On suppose dans la suite que (E, || ||) est un R-espace vectoriel normé (en abrégé : E est un
e.v.n.) et on le munit de la topologie associée a la distance d(x,y) = || — y||. (La suite s’applique
donc aussi — par oubli de la structure complexe — & tout C-espace vectoriel normé F', y compris les
considérations sur la finitude de la dimension puisque dimg(F') = 2dim¢(F).)

Premiéres propriétés :

— |z =0< x=0g;

=Ml =Myl < llz =yl

— la norme et la distance sont non bornées (sauf si £ = {0g});

— d est invariante par translations (i.e. d(x+z,y+2) = d(z,y), autrement dit : chaque translation

T+ x + z est une isométrie).
Remarque. Si E et F sont deux espaces vectoriels normés, les diverses distances (uniformément
équivalentes) dont on a muni le produit d’espaces métriques E x F s’avérent — par construction —
déduites de normes naturelles sur 'espace vectoriel produit £ X F', donc si F et F' sont de Banach,
alors ' x F aussi pour une telle norme (par exemple celle définie par ||(z,vy)|| = max(||z| g, [|y||F))-
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Proposition 6.1 E est un espace vectoriel topologique, c’est-a-dire que les deuz applications
ExXE — E (v,y) » x+y et RxE — E (\z)— Ax sont continues (sur les deux espaces
topologiques produits).

Démonstration.
Soient (z,y), (v',y') € Ex Eet e = |[(z',y) — (v, y)lpxe = max(([|2" — z|, |y — yl) :

1" +9) = (@ +yll < llo" — 2l + Iy —yll <2¢

donc 'application somme est lipschitzienne.
Soient (A,z), (1) € R x B et = = | (1,) — (\2)exe = max((e = Al, Jy — ), et soit M un
majorant de [[(A, z)|[rxpe et de ||(1, y)l[rxe -

[y = Axf| < [[(n = Nyl + [|Ay — 2)]] < 2Me

donc I'application (A, z) — Az est localement lipschitzienne (i.e. lipschitzienne au voisinage de tout
point), plus précisément : lipschitzienne sur toute partie bornée de R x E. O

Corollaire 6.2

1. Les homothéties de rapport non nul et les translations sont des homéomorphismes de E dans

E.

2. L’adhérence de tout sous-espace vectoriel de E est un sous-espace vectoriel.

8. L’adhérence et Uintérieur de toul convexe sont convexes.

Démonstration.
1. Immédiat.

2. Essentiellement parce que (par continuité et en utilisant lexercme - F+FCF+Fet
AF C \F.

3. Soit C convexe. Alors C' est convexe par les mémes arguments qu’au point précédent (puisque
la convexité se traduit par : f([0,1] x C' x C) c C,ou festl apphcatlon continue [0, 1] x E x

E,(t,x,y) — tz + (1 — t)y). Montrons que C Dest aussi. Si z Y € Cet 2 =tz + (1 —t)y avec

t € [0,1] alors z € &’ En effet, il existe un voisinage U de 0 tel que z + U,y + U C C, donc
z+UCC (carpour tout u e U, z+u=tx+u)+(1—t)(y+u) €r+u,y+u CC). O

6.3 Applications linéaires continues

Proposition 6.3 Soient E et F' deux e.v.n. et u : E — F linéaire. Les propriétés suivantes sont
équivalentes :

1. u est continue ;

est continue en 0 ;

est bornée sur la boule unité B'(0,1);

est bornée sur toute boule de centre 0 (donc sur toute partie bornée) ;

est lipschitzienne ;

S S o
2 2 2 g @

est uniformément continue.

Démonstration. (5 = 6), (6 = 1) et (1 = 2) sont immédiats.
(2= 3) :soit n > 0 tel que ||z]| < n=Jju(z)] < 1. Alors, ||z <1=|u(z)| <1/7n.
(3=5) :soit M tel que ||z < 1= |lu(z)| < M. Alors ||u(y) — u(z)|| < My — x||.
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(3 < 4) :soit M tel que ||z|| < 1= |lu(z)|| < M. Alors pour tout réel R, ||z|| < R = ||u(z)|| <
MR. U

Définition 6.4 La norme d’une application linéaire continue u : E — F, notée |ul|, est sa
constante de Lipschitz, c’est-a-dire le plus petit réel M > 0 tel que

Vee E, |lu(@)]lr < Mz z.

Autrement dit :

[u(z)|lF
lull = sup —m=== " sup |lu(@)|lr=sup u(z)|pr
z€E,z#0 HxHE z€E||z||g=1 z€E,||z||p<1
Remarque. La composée v o u de deux applications linéaires continues u : £ — F etv: F — G
entre e.v.n. est linéaire continue et ||v o uf < ||v]||l«|-

Corollaire 6.5 Pour deuz distances déduites de deuxr normes Ny et Ny,
topologiquement équivalentes < uniformément équivalentes < Lipschitz-équivalentes <

Ja, 8 >0, aN; < Ny <3Ny

On dit alors simplement que N; et N, sont équivalentes.
Exemple. (cf. TD6, ex. 1) Soit n = (1), une suite bornée de réels. Montrons que la forme
linéaire u sur ¢' par :

Ya = (ap)p €01 ula) = anak
k=0

est continue et de norme égale & ||n||o := supy, |7k

Pour vérifier que u est continue et ||u| < ||7]|~, il suffit de remarquer que |u(a)| < >"2, |7l lar| =
7l

Pour montrer que [|uf est méme égale & ||n||, ¢’est-a-dire que ||n||« est la plus petite constante M
pour laquelle on a Va € /' |u(a)| < M]|al|;, il faut trouver une suite de vecteurs unitaires x,, € ¢*
telle que u(z,) — ||7]|co- Si la suite des || atteint sa borne supérieure, c’est-a-dire si |||l = |7n]
pour un certain N, c¢’est facile : il existe méme un vecteur unitaire x tel que u(x) = ||n||« : le vecteur
x = 0y (la suite qui vaut 1 en lindice N et 0 ailleurs) ; on dit que “la norme de u est atteinte”. Si
la suite des |ng| n’atteint pas sa borne supérieure (par exemple si elle est strictement croissante),
on se contente d’une suite de vecteurs unitaires x,, = Jy, , ot la suite des indices k,, est choisie telle

que (7, | = [[7]loo-

6.4 Espaces d’applications linéaires continues

On a vu que l'espace vectoriel L(E, F') des applications linéaires continues entre deux e.v.n. F
et F' est naturellement muni d’une norme || ||, composée de la restriction a la boule unité B'(0g, 1)
et de la norme de la convergence uniforme sur cette boule.

Proposition 6.6 Si F' est un espace de Banach alors L(E, F) aussi. En particulier, le dual to-
pologique E' = L(E,K) de tout espace vectoriel normé E sur K = R ou C est un espace de
Banach.

Démonstration. Soient S la sphére unité de E et G e.v.n. (complet) des applications bornées de
S dans F. L’application de restriction L(E, F)) = G,u + ujg étant linéaire et isométrique, il suffit
de vérifier que son image — I'ensemble des v € G qui s’étendent linéairement a £ — est compléte :
elle est fermée dans GG, comme intersection des fermés (noyaux d’applications linéaires continues)
{veGlv(z) = )+ pv(y)} pour tous les (x,y, 2, \, u) € S x K2 tels que z = v + uy. O
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6.5 Applications multilinéaires continues

Le cas n = 1 se généralise, directement par le méme raisonnement, ou bien par récurrence, en
remarquant que L(Fy, ..., B, F) ~ L(Ey, ..., B, 1; L(E,, F)) :

Proposition 6.7 Soient F1,...,E,, F des e.v.n. et f: Ey x ... x E, — F une application multi-
hinéaire. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

— f est continue en 0 ;

— f est continue;

— f est bornée sur le produit des boules unité des F; ;

— 1l existe un réel M > 0 tel que

V:L’i c Ei, ”f(l‘l, Ce ,Jjn)HF S MHxl”El e HanEn

Définition 6.8 La norme d’une application multilinéaire continue f: F; x ... X FE, — F,
notée || f|l, est le plus petit réel M > 0 tel que

Vo, € By, ||f(w1,...,20)l|r < M||21]|5, - |20 £, -

Autrement dit :

Il = sup M@ zle

sup |f(x1, ..., z)||F = sup | f (21, .. z0)|F
rieBei0 |21 By |2

B, wi€E;|zillg=1 T €H;||@i | p; <1

Remarque. En généralisant le calcul fait pour application (A, z) — Az dans la proposition [6.1] on
montre que toute application multilinéaire continue est lipschitzienne sur toute partie bornée.

Proposition 6.9 Si F' est un espace de Banach alors Uespace d’applications multilinéaires
L(Ey,...,Ey; F) muni de cette norme aussi.

6.6 Noyaux et cas des formes linéaires

Si une application linéaire u : £ — F est continue alors son noyau ker u est fermé. La réciproque
est fausse (en dimension infinie on construit méme facilement — TD3, ex. 17 — des injections
linéaires non continues et donc des normes non équivalentes). Cependant :

Proposition 6.10 Toute forme linéaire u : E — R de noyau fermé est continue, et tout hyperplan
est soit fermé, soit dense.

Démonstration. Soit H un hyperplan de E, c¢’est-a-dire le noyau d’une forme linéaire non nulle u sur
E (entiérement déterminée par H, a proportionnalité prés). Supposons u non continue et montrons
qu’alors H n’est pas fermé et méme, qu’il est dense dans F, c’est-a-dire que tout vecteur e ¢ H est

limite d’éléments de H. Puisque |Ju| = +o0, il existe une suite (z,), de vecteurs unitaires telle que
u(e)
La suite (yn)n>n est & valeurs dans H et converge vers e, ce qui conclut. Il

lu(z,)| — +o00. A partir d’un certain rang N, u(z,) # 0, ce qui permet de définir y, := e — T

Exemples. 1l est facile de construire des exemples explicites de formes linéaires non continues (donc
d’hyperplans denses), en dimension nécessairement infinie, sur des e.v.n. non complets, mais pour
montrer qu’il en existe sur tout espace de Banach (et plus généralement tout e.v.n.) de dimension
infinie, on a besoin du théoréme de la base incompléte donc de 'axiome du choix.
— Exemple concret. Dans 'espace de Banach (C([—1,1]),] |lo), soit E le s.e.v. (non fermé) des
fonctions dérivables en 0. La forme linéaire u sur E définie par u(f) := f'(0) n’est pas continue :
les fonctions f,, € E définies par f,(z) := sin(nx) sont de norme < 1 mais u(f,) =n — oco.
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— Exemple général. Dans un e.v.n. E de dimension infinie, soient (e,)nen une famille dénom-
brable libre et (f;);cs telle que la réunion de ces deux familles soit une base de E. La forme
linéaire u sur E définie par Vn € N u(e,) = nlle,|| et (par exemple) Vi € I u(f;) =0 n’est
pas continue.

6.7 E.v.n. de dimension finie

On va montrer entre autres qu’en dimension finie, toutes les normes sont équivalentes. La preuve
classique utilise des arguments de compacité mais une autre, qui se préte mieux a une généralisation
a d’autres corps topologiques que R ou C, résulte immédiatement du simple lemme suivant. En effet,
ce lemme utilise seulement que R est complet (mais pas qu'il est localement compact).

Lemme 6.11 Soit E un e.v.n. de dimension finie n € N. Alors E est complet et pour tout vecteur
non nul e € E et tout hyperplan supplémentaire H (muni de la restriction de la norme de E), la
réciproque =1 de la bijection linéaire continue suivante est continue :

f:HXR—= E (x,\)— x4+ Xe.

Démonstration. La preuve se fait par récurrence sur n. Pour n = 0, il n’y a rien a démontrer.
Supposons donc n > 0 et (par hypothése de récurrence) H complet. Montrons que f~! est continue
(E sera alors complet puisque H x R 1'est) c’est-a-dire que ses deux composantes, v : E — H et
u: E — R, le sont. u I'est car ¢’est une forme linéaire de noyau (H, complet donc) fermé, si bien
que v 'est aussi car Vo € E,v(z) = x — u(x)e. O

Corollaire 6.12 Tout s.e.v. de dimension finie d’un e.v.n. est fermé.
Théoréme 6.13 Sur un R-e.v. de dimension finie, toutes les normes sont équivalentes.

Démonstration. D’aprés le lemme, par récurrence sur n, toute norme sur un e.v. £ de dimension n

est équivalente & sa norme d’e.v.n. produit : la | S" zies]| := max(|zy], ..., |7,]), ot les x;
sont les coordonnées dans une base arbitraire (eq,...,e,) de E. d

Exercice. (12.6/ TD6, ex. 2) Etendre la proposition en montrant qu’une application linéaire de
rang fini est continue si (et seulement si) son noyau est fermé.

Corollaire 6.14 Si les E; sont des e.v.n. de dimensions finies et F' un e.v.n., toute application
multilinéaire f : Ey X ... X E, — F est continue.

Démonstration. Par récurrence — en utilisant que L(Ey, ..., E; F) ~ L(Ey, ..., E, 1; L(E,, F)) -
il suffit de prouver le cas n = 1; et ce cas se raméne, d’aprés le théoréme, a celui ou F; = R™ muni

de la norme || ||oo. Soit donc f : R™ — F' linéaire. Pour tout z = (z1,...,2,) = > x6; € R™,
ou les e; sont les m vecteurs de la base canonique, ||f(x)| < > |zi||lf(e)] < M||z|w en posant
M =>"||f(e;)]], donc f est continue (et || f| < M). O

Corollaire 6.15 Dans un e.v.n. de dimension finie, une partie est compacte si — et seulement si —
elle est fermée et bornée (donc une partie est précompacte si — et seulement si — elle est bornée).

Démonstration. Le théoréme ci-dessus permet de se ramener au cas ou U'e.v.n. est (R", || ||o), donc
au théoréme de Heine-Borel-Lebesgue (corollaire [£.14)). O

Autrement dit : si un e.v.n. est de dimension finie alors il est localement compact. Un théoréme
de F. Riesz (annexe 3 : chap. établit la réciproque, c’est-a-dire que dans tout e.v.n. de dimension
infinie, il existe des suites bornées sans valeur d’adhérence. On en a vu un exemple (Exemple .
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6.8 Complété d’un e.v.n.
Il existe, pour les e.v.n., un analogue du théoréme sur le complété d’un espace métrique :

Théoréme 6.16 Tout espace vectoriel normé (sur K = R ou C) est un sous-espace dense d’un
espace de Banach.

Démonstration. Soit F le complété de E en tant qu’espace métrique. Les deux opérations d’espace
vectoriel sur F/, +: EX E — Eet-: K X E — E, sont lipschitziennes sur toute partie bornée donc
(théoréme ) s’étendent contintiment en des opérations sur . La norme s’étend de méme, ou

en posant simplement || - || = d(-,0). Par densité (en utilisant I’exercice et la proposition [2.42)),
les équations sur +, -, || || qui font de 'espace métrique E un espace vectoriel normé sont encore
vérifiées dans E pour ces prolongements. U

Remarque. De méme que le complété d’un espace métrique, cet e.v.n. E complété de E est ca-
ractérisé (parmi les Banach contenant F) par une propriété universelle : toute application linéaire
continue de F dans un Banach F' s’étend de fagon unique en une application linéaire continue de E
dans F'. On peut de plus remarquer que ce prolongement est de méme norme.

6.9 Séries dans les e.v.n.
Les premiéres définitions et propriétés sont les mémes que pour les séries de réels :

Définition 6.17 On dit que la série de terme général x, € £
— converge (dans l'e.v.n. E) si la suite des sommes partielles S, = ), ., xx, converge. La limite

P L. . —+o0 .
S € E est alors appelée la somme de la série et notée Y~ x, ;
— diverge si elle ne converge pas;
— vérifie le critére de converge absolue si la série réelle de terme général ||x,|| converge.

Remarque. La convergence absolue s’appelle plutdt convergence normale lorsque 'e.v.n. E est un
espace B(X, F') des fonctions bornées d’un ensemble X dans un e.v.n. F' — le plus souvent égal a R
ou C — muni de la norme de la convergence uniforme.
Propriétés immeédiates :
— une série Y (zn,y,) a valeurs dans un e.v.n. produit E x F converge si et seulement si
fe’e) 0o . , . N
ses composantes Y~ 7, (dans F) et Y7y, (dans F) convergent; elle vérifie le critére de
convergence absolue si et seulement si ses deux composantes le vérifient ;
. o0 _ +o0 _ +o0 _ .
—siy Cou,=Uet ) Zov, =V alors ) 7 (u, + Av,) =U + AV ;
s, . —+oco . e, . . R
— plus généralement, si ) '~ z,, converge et si u est linéaire continue (& valeurs dans un autre

e.v.n.) alors
+o0 +oo
S e < (Sn)
n=0 n=0

Eneffet, || 3 5 u(zr) — u(S) = lu(io e = ) < Nullll k=0 2% = SII;
— si la série converge alors x,, — 0 (la réciproque est évidemment fausse, méme dans R) ;
— plus généralement, si la série converge alors la suite (.5,,) est de Cauchy (autrement dit :

lim sup =0,

n—oo m>n

Tk

n<k<m

c’est le “critére de Cauchy usuel pour les séries”) ;
— la réciproque est évidemment vraie si £ est complet ;
— pour que (.S,) soit de Cauchy, il suffit que la série vérifie le critére de convergence absolue.
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La caractérisation suivante est utile pour montrer que la complétude “passe au quotient’ par un

s.e.v. fermé (12.6/ TDG, ex. 2).

Proposition 6.18 Un e.v.n. E est complet si (et seulement si) dans E, toute série vérifiant le
critére de convergence absolue est convergente.

Démonstration. Le “seulement si” résulte de ce qui précéde. Réciproquement, supposons E non
complet et construisons dans E une série non convergente et qui vérifie “pourtant” le critére de
convergence absolue. Soient x un vecteur qui n’appartient pas & £ mais seulement & son complété
E et (), une suite dans E telle que 2p = 0 et ¥n € N ||z — z,|| < 27", alors la série de terme
général x, .1 — x,, est absolument convergente, mais sa somme = € E n’appartient pas a E. O

Rappelons que méme dans R, le distinguo entre série convergente et absolument convergente est
crucial, ainsi que 1'ordre de sommation :

Théoréme 6.19 Théoréme de réarrangement de Riemann. Si une série de réels z,, est “semi-
convergente”, ¢’est-a-dire convergente mais non absolument, alors pour tout { € [—oo, +0o0], il existe
une jpermutation o de N telle que Y 07 Ton) = L.

Démonstration. (Abrégée, et seulement dans le cas ¢ € R.) On commence par sommer (dans I'ordre)
les z,, > 0 jusqu’a dépasser ¢, puis les z,, < 0 jusqu’a redescendre en dessous de ¢, puis (toujours dans
I'ordre, a partir du premier z,, > 0 non encore utilisé) les z,, > 0, etc. Les deux réserves de termes
positifs et négatifs sont inépuisables puisque les deux “sous-séries” correspondantes divergent. La
suite (.S},),, des sommes partielles des z,(,) tend vers £, car elle oscille entre deux sous-suites, S, > ¢
et S{Mn) < ¢, qui tendent toutes deux vers ¢ (par exemple : S;(n) — { parce que S:p(n)—1 </l< S;(n)
et S:O(n) — Sfp(n),l = To(p(n)) — 0). O

Ce théoréme suscite la définition et le corollaire ci-dessous :

Définition 6.20 Une série a valeurs dans un e.v.n. est dite commutativement convergente| s;
toutes ses permutées convergent.

Remarque. On ne demande pas dans la définition que les sommes de la série et de toutes ses

permutées soient égales, mais on verra plus loin que c’est automatique. On s’autorisera donc pour
L, . . . 00

une telle série la notation )y x, (au lieu de ) x,).

Exemple 6.21 Dans un Banach, toute série absolument convergente est commutativement conver-
gente.

Corollaire 6.22 Dans RY, une série est commutativement convergente (si et) seulement si elle est
absolument convergente.

Démonstration. Soit Y - v, une série dans R", convergeant mais non absolument. L’une de ses
N composantes réelles est alors semi-convergente : notons-la " z,. En appliquant le théoréme
de réarrangement a ¢ = 400, 'une de ses permutées, X0° (7, (), est divergente donc 302 jvg(,) aussi.
O

Cette réciproque ne s’étend pas aux Banach de dimension infinie :

Exemple 6.23 Soit (pour tout n € N) §, la suite qui vaut 1 au rang n et 0 ailleurs, vue comme
un élément de (2. La série de terme général §,/(n + 1) converge commutativement (vers 1’élément
(1,1/2,1/3,...) de £?) mais pas absolument.
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Cette réciproque est méme (comme la fcompacité des fermés bornés)) caractéristique de la dimension
finie. En effet, dans tout Banach E de dimension infinie, il existe des séries comme dans ’exemple
ci-dessus. Plus précisément, le théoréeme de Dvoretzky-Rogers montre que pour tous réels a,, > 0
dont la série des carrés converge, il existe dans E une série commutativement convergente ) x,
avec ||z,|| = a,. Le critére de convergence absolue est donc “trop exigeant” en dimension infinie.

Définition 6.24 On dit qu’une série de terme général x,, vérifie le critére de Cauchy commu-
tatif si pour tout € > 0, il existe une partie finie J. de N telle que pour toute partie finie K de N
disjointe de J, HZkeK ka <e.

Dans ce cas, la série vérifie évidemment le critére de Cauchy usuel et (puisque le critére commu-
tatif ne dépend pas de l'ordre) toutes ses permutées aussi. La réciproque est vraie mais nous n’en
aurons pas besoin car nous ne nous intéresserons qu’au cas particulier suivant, utilisé pour p = 2
dans le prochain chapitre (le cas p = 1 correspond & la convergence absolue) :

Exemple 6.25 (Généralisation 'exemple précédent). Soit (z;);c; une famille de vecteurs tels que
pour un certain réel p > 0, on ait || Y, 2;[|P < >, ||#;||P pour tout J fini inclus dans /. Supposons
que 'élément Y., ||| de [0, +-00] (c’est-a-dire par définition : la borne supérieure des ) ., ||z ||
pour J fini inclus dans I) soit fini. Alors ’ensemble D des indices i pour lesquels xz; # 0 est au
plus dénombrable (comme réunion, pour n € N*  des ensembles (finis!) d’indices i pour lesquels
||z:]|P > 1/n) et la série correspondante vérifie le critére de Cauchy commutatif.

Proposition 6.26 Dans un espace de Banach, toute série vérifiant le critéere de Cauchy commutatif
(et a fortiori toute série absolument convergente) est (commutativement) convergente et sa somme
ne dépend pas de ['ordre des termes.

Démonstration. Il reste & montrer que la somme ne dépend pas de I'ordre. Soit ¢ : N — N une
bijection. Notons S, les sommes partielles de S = >/ jx, et S, celles de S = > 7, (;). Pour
tout € > 0 et tout n > J. Uo !(J.), posons

Ky ={0(0),...,0(n)}\{0,...,n} et Ky ={0,...,n}\{0(0),...,0(n)}.

Alors,
15 = Shll = Zxk— Zwk < Zxk + Zxk < 2,
ke K, keKo ke K, keKo
car J. est a la fois inclus dans {0,...,n} donc disjoint de K et inclus dans {o(0),...,o(n)} donc
disjoint de K. Par passage a la limite quand n — oo, on en déduit
Ve>0 |5 — 5| < 2e,
donc les deux sommes sont égales. 0

Exercice. Déduire de la proposition que dans un e.v.n. non nécessairement complet, si une série
converge et vérifie le critére de Cauchy commutatif, alors toutes ses permutées convergent (vers la
méme somme).

Exercice. Montrer que si une série vérifie le critére de Cauchy commutatif alors toutes ses “sous-
séries” vérifient le critére de Cauchy usuel (pour info : la réciproque est vraie mais du méme ordre
de difficulté que celle, évoquée plus haut, qui met en jeu les séries permutées au lieu des sous-séries).
Retrouver ainsi que dans R, une telle série est absolument convergente.
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6.10 Algébre L(F) des endomorphismes continus de E

On a déja utilisé le mot “algébre” (a propos du théoréme de Stone-Weierstrass) pour C'(X),
I’e.v.n. des applications continues d’un compact X dans R.

Définition 6.27 Une algébre (sous-entendu ici : associative et sur R) est un R-espace vectoriel
A muni d’une seconde loi interne X bilinéaire et associative. Elle est dite unifére si X posséde un
élément neutre, et normée si de plus A est un e.v.n. tel que Va,b € A, ||a x b|| < ||all||b]|-

Une algébre (associative) (A4, 4+, -, x) est donc a la fois un espace vectoriel (A, +, ) et un anneau
(A, 4+, x), tel que A(a x b) = (Aa) x b=a x (\b).

Corollaire 6.28 L’espace L(FE) des endomorphismes continus de E est une algébre normée unifére.
Si E est complet alors L(E) aussi.

Démonstration. La premiére affirmation est immédiate. La seconde est un corollaire de la proposi-
tion [6.6L O

Proposition 6.29 Dans une algébre de Banach unifére A, pour tout u tel que ||ul| < 1, la série de
terme général u" est absolument convergente et sa somme est inverse de 14 — u.

Démonstration. La premiére affirmation est immédiate. La seconde — dans laquelle «° désigne 14
— résulte du passage a la limite (par continuité du produit) dans les égalités (14 —u) >, ., u* =
(PCpentf) (1a —u) =14 —umt. O
Remarque. La méme technique s’applique & toute série entiére, comme exp.

Corollaire 6.30 Dans une algébre de Banach unifére A, le groupe des inversibles A* est ouvert.

Si E est un espace de Banach, le groupe des inversibles de L(E) est donc ouvert dans L(E).

Démonstration. Soit a € A*. Montrons que pour h de norme assez petite, a + h est inversible ou ce
qui revient au méme, son produit par a! l’est. Pour que 14 + a~'h soit inversible, il suffit que la
norme de —a~'h soit strictement inférieure & 1, or cette norme est majorée par ||a=t|||2]]. Il suffit
donc que ||A]] < 1/[|a™Y]. O
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Chapitre 7

Espaces de Hilbert

7.1 Définitions
Soit K =R ou C.

Définition 7.1 Une forme sesquilinéaire sur un K-e.v. E est une application ( , ) : EXFE — K
qui est linéaire par rapport a la premiére variable et semi-linéaire par rapport a la seconde, i.e.
(z,y + A2) = (z,9) + Mz, 2).

Une forme hermitienne est une telle forme (| ) vérifiant de plus (x,y) = (y, x), donc

lz+ylI* = lz[I* + lylI* + 2Re({z, y)).

On dit que deux vecteurs x et y sont orthogonaux pour une forme hermitienne ( , ), et l'on écrit
x Ly, si(z,y) =0.
Une forme hermitienne ( , ) est dite

— positive si Vo € E, (z,x) > 0 — on pose alors ||z|| = \/(z, ),

— définie si (x,z) =0= 2 =0,

— non dégénérée si (Vy € F,x L y) = x=0.
Un espace préhilbertien est un K-e.v. muni d’un produit scalaire, c’est-a-dire d’une forme
hermitienne définie positive.

Remarques.

— Si K =R, une forme hermitienne est simplement une forme bilinéaire symétrique.

— Toute forme définie est évidemment non dégénérée (si un vecteur x est orthogonal a tout
I'espace alors il est orthogonal & lui-méme, ce qui, si la forme est définie, entraine = = 0).
La réciproque est fausse en général (on en verra bientdt des exemples avec les matrices) mais
vraie pour une forme positive (proposition .

— Tout préhilbertien complexe peut étre considéré comme un préhilbertien réel (pour la méme
norme), en prenant comme produit scalaire réel :

(z,y)r == Re((z,y)).

De plus, le produit scalaire complexe ( , ) peut étre reconstitué a partir du produit scalaire
réel < s >R :
<$, y) = <$, y>R + 1<JI, iy>R7
puisque Re((r, iy)) = Re(—i(z, y)) = Im((z,y)).
Exemples.
— Les espaces suivants sont préhilbertiens (et méme hilbertiens, cf. définition :
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— les espaces euclidiens comme R” ou hermitiens comme C”, munis de la forme canonique

k=1
— Despace (*(K) des suites réelles ou complexes x = (z,)nez telles que Y > |z,|* < 400 en

posant
<[E, y> = Z TnYn
neN

(la convergence — absolue — de cette série est garantie par l'inégalité de Cauchy-Schwarz
ci-dessous, appliquée d’abord aux sommes finies) ;

— généralisant les deux exemples précédents, les espaces L?(u, K) de fonctions mesurables, a
valeurs dans K, et dont le carré du module est u-intégrable (plus précisément : les classes
d’égalité presque partout de telles fonctions, faute de quoi la forme est hermitienne positive
mais pas définie), en posant

(f.9) = /f?dﬂ-

— Généralisant le premier exemple, & toute matrice réelle symétrique M de taille n correspond
(bijectivement) une forme hermitienne sur R" :

(z,y) = Z ziM; jy; = & My

1<ij<n

(en identifiant les vecteurs aux matrices colonnes de leurs coordonnées dans la base canonique).
Or il existe D réelle diagonale et P réelle orthogonale telles que M = PDP~1, d’on

(x,y) = 2" PDPYy =u"Dv = Z A\ UiU;

=1

(v = PTy et u = PTz sont les coordonnées de x et y dans une autre base et les \; sont les

valeurs propres de M). Par conséquent, cette forme est :

— non dégénérée lorsque le seul v € R” tel que Vu € R* Y7  Nuwv; = 0 est v = 0,
c’est-a-dire lorsque les \; sont tous # 0 (autrement dit lorsque M est inversible) ;

— définie lorsque les \; sont tous > 0 ou tous < 0;

— positive lorsque les \; sont tous > 0.

(On a les mémes caractérisations pour une forme hermitienne sur C", associée a une matrice

complexe hermitienne, M = UDU ! avec D diagonale réelle et U complexe unitaire.)

Proposition 7.2 Inégalité de Bunyakovsky-Cauchy-Schwarz. Pour toute forme hermitienne
positive ( , ),

(@, )| < [l lly]l-
Si cette forme est non dégénérée, elle est donc définie, et l'on a alors égalité (si et) seulement si x
et y sont colinéaires.

Démonstration.
— Si |ly|| # 0, soit A = t(z, y) avec t = 1/]|y||>. Alors,

lz = Agll* = flal|* — 2Re(M(z, ) + Al
= llzl” = 2t| @, )1 + {2, y) Pllyll?
= lll* = {z, »)I*/ Iyl

donc ||z]|? — |z, y)|?/lly||* > 0, ce qui est (& réécriture prés) I'inégalité voulue, et I'égalité a
lieu si et seulement si ||z — A\y|| = 0.
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— Si ||ly|| = 0, soit de nouveau A\ = t(x,y) mais avec cette fois t réel quelconque. Le début du
méme calcul donne
VteR |lz|* - 2t|(z,y)]* > 0

donc (x,y) = 0, ce qui, dans ce cas aussi, est l'inégalité voulue.

D’aprés cette inégalité, ||y|| = 0 = Vo € E (z,y) = 0, donc toute forme hermitienne positive
non dégénérée est définie. De plus, pour une telle forme, si [(x,y)| = ||z||||y|| alors, d’aprés les deux
cas ci-dessus, ou bien x — Ay = 0 pour un certain A € K, ou bien y = 0 : dans les deux cas, x et y
sont colinéaires. 0

Corollaire 7.3 Lorsqu’une application || || est définie & partir d’une forme hermitienne positive

(, ) par ||z|| = \/{(x,x), elle vérifie Pinégalité de Minkowski
lz +yll < llzll + llyll
donc c’est une |semi-norme, et méme une norme si { , ) est définie.

Démonstration. On développe ||z + y||?, puis on utilise I'inégalité Re(\) < |\ et I'inégalité de
Cauchy-Schwarz. O

Corollaire 7.4 Soit E # {0} un préhilbert. Pour tout a € E, la forme K -linéaire ( ,a) est continue
de norme ||a|| et la forme R-bilinéaire { , ) est continue de norme 1.

Démonstration. Le cas a = 0 étant immédiat, supposons a # 0. L’inégalité de Cauchy-Schwarz
montre que ( ,a) est continue de norme < |[a|| et (, ) est continue de norme < 1. La norme de
( ,a) est en fait égale a ||a|| et méme atteinte, puisque pour le vecteur unitaire x = a/||a|| on a
(x,a) = ||al|. De méme, la norme de ( , ) est égale a 1 et atteinte, puisque (x,z) = 1. O

7.2 Identités remarquables

En utilisant uniquement le fait que (, ) est hermitienne et la définition ||z||? := (z, z), on vérifie
que dans tout espace préhilbertien, on a les identités suivantes :
— Identités de polarisation
- si K =R, (z,9) = 5 (le +ylI> = lz* —|lylI*) = 3 (= + ylI* = |z — yII*);
~si K =C, (z,y) =130 _,i* ||z + i"/’yH2
— Identité du parallélogramme (la somme des carrés des deux diagonales d’un parallélo-
gramme est égale a la somme des carrés de ses quatre cotés) :

Iz +yl1* + llz — yl* = 2[|=|* + 2]l

— Identité de la médiane (dans un triangle ABC, AB? + AC? = 1 BC? + 2AI” ou I est le
milieu de BC'), équivalente & celle du parallélogramme puisqu’elle s’écrit

x—l—yH2

1
2 2 2
= Z|lg — 2

Les identités de polarisation expriment la fonction produit scalaire a ’aide de la fonction norme.
Par conséquent, lorsqu’une norme est préhibertienne, ¢’est-a-dire lorsqu’elle se déduit par la formule
|z||? ;= (x,z) d’un produit scalaire ( , ), ce produit scalaire est unique. En outre :

1. On peut le vérifier directement, ou le déduire de (z,y) = (z,y)r + Uz, iy)r et de (r,y)r =
1 (lz+yll” = llz —yl?).
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Corollaire 7.5 Une application linéaire entre espaces préhilbertiens préserve le produit scalaire deés
qu’elle préserve la norme.

L’identité du parallélogramme (ou celle de la médiane) caractérise les normes préhilbertiennes.
C’est le théoréeme de Fréchet, von Neumann| et Pascual Jordan — & ne pas confondre avec le mathé-
maticien plus connu Camille Jordan) :

Théoréme 7.6 Une norme est préhilbertienne si et seulement si elle vérifie ['identité du parallélo-
gramme.

(Dans le cas réel, il existe des conditions suffisantes plus faibles.)
Démonstration. Soit || || une norme vérifiant 'identité du parallélogramme.
— Dans le cas réel, posons

=+ yll* = ll= = yl*
1 .

Ve,ye E (x,y) :=

Clairement, (x,z) = ||z||* et (, ) est symétrique. Il reste & montrer qu’elle est linéaire par
rapport (par exemple) & la seconde variable.

Pour tous vecteurs x, y et z, on a :

N <JZ, 0> =0;

— (z,y+ 2) = 2(x/2,y) + 2(z/2, z) car

1
20w/2,y) +2(w/2,2) = 5 (l2/2 +ylI* = lz/2 = yl* + 2/2+ 21" = [l2/2 = |)

1

=5 (l2/2+yl* + ll2/2 + 21° = ll2/2 = yl* = l|l2/2 = =)
1

= 7 Uz +y 21"+ lly = 21" = fle —y = 2I° = lly — =)

(d’aprés l'identité du parallélogramme)
1

= (et y el -y~ 2l?)

— <l’,y+Z> )

— {(x,y+2) = (z,y) + (x, z) (d’aprés les deux points précédents).
On en déduit facilement que [y — (z,y) est Q-linéaire donc (par continuité) R-linéaire.
— Dans le cas complexe, posons

|z +y|* — ||z — y||2.

vx7y S <‘1:7y> = <x7y>R + 1<x71y>R avec <$,y>R = 4

D’aprés le cas réel, il reste juste & montrer que

Ve,y e B (iz,y) = i(x,y) et (y,x) = (z,9),

c’est-a-dire (en isolant parties réelles et imaginaires et en tenant compte du fait que (, )g est
symétrique) que

<ix7 y>R - —<l‘7 1y>R et <1[L‘, 1y> - <ZL‘, y>R
La premiére identité se déduit de la seconde par changement de variable, et cette derniére
résulte du corollaire appliqué a ( , )r et a Papplication R-linéaire x — iz. O

Définition 7.7 Dans un espace préhilbertien E, l’orthogonal A+ d’une partie A de E est ’ensemble
des vecteurs orthogonauzx a tous ceur de A.
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Proposition 7.8 Al est un s.e.v. fermé et A = vectA .

Démonstration. AL est l'intersection de la famille (indexée par a € A) des noyaux des formes
linéaires continues x — (z, a). Ce sont des s.e.v. fermés donc leur intersection aussi.

. — — 1 . . ) . .
Puisque A C vectA, A+ D vectA ~. Réciproquement, dés qu'un vecteur est orthogonal & A, il est
orthogonal & vectA, par bilinéarité et continuité du produit scalaire. 0]

Proposition 7.9 Identité de Pythagore (généralisée) : si xy,...,x, sont orthogonauz deuz a
deuz, alors || 320y will* = 300 [l

Corollaire 7.10 Soient F' un s.e.v. de E et v € E.
— Un élément y de F' est un projeté de x sur F (i.e. vérifie d(x,y) = d(x, F')) si el seulement
stx—y L F.
— Si un tel y existe alors il est unique et vérifie : ||ly|| < ||z||, avec égalité si et seulement siy = x
(c’est-a-dire six € F).

Démonstration.
Si: siy € Festtel quex —y L F alors, d’aprés le théoréme de Pythagore, Vz € F,d(z,z) >
d(x,y), donc d(x, F) = d(z,y).
Seulement si : soit y € F vérifiant d(z, F') = d(z,y), montrons que x —y L F.
— Supposons d’abord K =R. Vz € F |[(x —y) + z|| > ||z — y|| donc (en élevant au carré puis
en développant et simplifiant) :

VeeEF 2x—y,z2)+]z)*>0.

En posant z = ru avec r > 0 et en faisant (aprés simplification) r — 07, on en déduit que
pour tout u € F, (x —y,u) > 0 et (puisque —u appartient alors aussi a F) (x —y, —u) > 0,
c’est-a-dire

Vue F (x—y,u)=0.

On a donc bien x —y L F.

— Dans le cas K = C, tout ce qui vient d’étre dit s’applique au produit sacalaire a valeurs
réelles Re(( , )). On a donc, pour tout u € F, Re({(x —y,u)) = 0 et (puisque —iu appartient
alors aussi a F') Im((x — y,u)) = Re((z — y, —iu)) = 0 donc le nombre complexe (z — y, u)
est nul, et I’on conclut de méme.

Unicité : si deux vecteurs y;,ys de F' sont tels que x — y; L F' alors leur différence est ortho-
gonale a F, en particulier & elle-méme, donc elle est nulle.
Inégalité et égalité : Par Pythagore, ||z|* = ||y — z||* + ||ly||*. O

Exemple 7.11 Si F est un s.e.v. de dimension finie n, un tel projeté existe : il suffit de choisir une
base orthonormée (eq,...,e,) de F et de poser

n

Yy = Z(x,ei>ei.

=1

En effet, ce vecteur appartient a F' et en calculant (x — y, e;) on trouve que x — y est orthogonal a
tous les e; donc & F. Remarquons de plus que [ly]|? = >0, [(z, e:)|*.

Remarque. On va bientot montrer que plus généralement, si F' est complet, un tel projeté existe.
Il existe un théoréme plus général de projection ((12.6| TDG, ex. 3), ou l'on suppose que la partie
compléte F' est seulement convexe, au lieu d’étre un sous-espace vectoriel. L’existence d'un projeté
y se déduit dans ce cas du théoréme des fermés emboités (en prenant des intersections par
F' de boules fermées de centre x et en utilisant l'identité du parallélogramme pour montrer que
le diamétre de ces intersections tend vers 0); son unicité se démontre en adaptant la technique
ci-dessus.
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7.3 Complété d’un espace préhilbertien

Définition 7.12 Un espace de Hilbert est un espace préhilbertien qui est complet pour la norme
associée @ son produit scalaire.

De méme que le complété d’un espace métrique E hérite naturellement d’une structure d’espace
de Banach si E est un e.v.n., il hérite d’une structure supplémentaire d’espace de Hilbert si E est
un préhilbert :

Proposition 7.13 Tout espace préhilbertien est un sous-espace dense d’un espace de Hilbert.

Démonstration. Diverses méthodes sont possibles, parmi lesquelles :

— de méme qu’on avait étendu a E les lois d’espace vectoriel de F, étendre contintiment a I'e.v.n.
E le produit scalaire sur E (qui est R-bilinéaire continu, donc lipschitzien sur toute partie
bornée). Par densité, ce prolongement est encore sur E un produit scalaire dont dérive la
norme ;

— définir une application de E x E dans K & partir de la norme sur E, par l'identité de polari-
sation, puis conclure de méme par densité;

— sans méme expliciter un produit scalaire sur E, arguer qu’il en existe par le théoréeme de
Fréchet-von Neumann-Jordan, puisque (par densité) la norme sur E vérifie identité du pa-
rallélogramme. U

7.4 Bessel-Parseval et conséquences

Soit E un espace préhilbertien.

Définition 7.14 Une famille orthonormale de E est une famille de vecteurs unitaires (¢’est-a-
dire de norme 1) et orthogonaux deuz & deux.

Une base hilbertienne de E est une famille orthonormale totale c’est-a-dire dont le s.e.v. engendré
est dense dans E.

Attention : toute famille orthonormale est évidemment libre mais dans un espace de Hilbert de
dimension infinie, une base hilbertienne n’est jamais une base au sens de ’algébre linéaire car elle
n’est “génératrice” qu’en un sens différent.

Théoréme 7.15 Inégalité de Bessel et égalité de Parseval. Dans un espace préhilbertien E,
soient (e;)ier une famille orthonormale et F' ’adhérence du s.e.v. qu’elle engendre.

vee B, Y lze)? < llel?,
el

avec éqalité si et seulement si x € F.
En outre, six € F ou si F est complet (en particulier si E lest), x posséde un (unique) projeté

sur I :
pr(x) = Z(x,eﬁei.
i€l

Siz € Fonadoncz =) (xe)e;, et les (x,e;) sont alors appelés les coefficients de Fourier| de
x, relativement a (e;);e;.

Démonstration. D’aprés 'exemple [7.11] (et par définition d’une somme infinie de réels positifs comme
la borne supérieure des sommes finies) :

VJ fini C 1, ) [(x,e)]” < |lzf|* done Y |(z,e;)]” < |||,

ieJ el
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Soient H le complété de F et G I'adhérence de F' dans H. D’aprés 'exemple [6.25| et la proposition
6.26], la série suivante définit un élément y de G :

Y= Z(x,ei)ei

il

et © — y est orthogonal a tous les e; donc & G. Par conséquent, y = pg(x).
Le véel 3., [(z,e;)[> = [Jy||* est égal & ||z||* si et seulement si 2 € G, autrement dit (puisque z € E)
six € GN E, ou encore : si x € F (car G a été défini comme 'adhérence de F' dans H donc (cf.

exercice [2.11)) G N E est 'adhérence de F' dans E, c’est-a-dire F' lui-méme).
Si F est complet (c’est-a-dire égal & G) alors y = pp(z). C’est bien str aussi le cassiz € F. [

Corollaire 7.16 Si F' est un s.e.v. complet de E, l'application projection orthogonale pr : F —
F est bien définie. Elle est linéaire et continue (de norme 1 si F' # {0}). On a

kerpp =F+ e E=F@F*

Démonstration. F N F+ = {0} et d’aprés existence ci-dessus de pp(z) (pour F' complet) et sa
caractérisation (corollaire E=F+ Ft Donc E = F @ F*. Le reste en découle. 0
Remarque. Joram Lindenstrauss et Lior Tzafriri ont démontré (1971) qu’un Banach dans lequel
tout s.e.v. fermé posséde un supplémentaire fermé est toujours topologiquement isomorphe a un
Hilbert. On savait depuis Shizuo Kakutani (1939) qu’un Banach ou tout s.e.v. fermé est I'image
d’un projecteur de norme 1 est isométriquement isomorphe & un Hilbert.

Dans E, le biorthogonal de tout s.e.v. contient I’adhérence de ce s.e.v., et 'orthogonal de tout
s.e.v. dense est nul. Lorsque E est complet, on peut préciser :

Corollaire 7.17 Dans tout espace de Hilbert H, le biorthogonal d’un s.e.v. est réduit a son adhé-
rence :

(GH: =G,

En particulier, un s.e.v. est dense dans H si (et seulement si) son orthogonal est nul.

Démonstration. Pour tout s.e.v. G d’un espace préhilbertien E, on a (G+)* D G (puisque (G*)* est
fermé — cf. proposition f et contient évidemment G) et si G est dense alors (cf. encore proposition
GL=G" =B+ ={0).

Si G est un s.e.v. d'un espace de Hilbert H, les deux s.e.v. G et (G+)* sont de plus supplémentaires
d’un méme espace, G+ (en appliquant le corollaire précédent & F = G et 4 F = G*). Comme I'un
est inclus dans Pautre, ils sont égaux, donc si G+ = {0} alors G = {0}*+ = H. O

D’aprés le corollaire pour tout vecteur y d’un préhilbert, la forme linéaire z +— (z,y) est
continue, de norme ||y||. Le théoréme suivant dit que si le préhilbert est un Hilbert, toute forme
linéaire continue s’obtient ainsi.

Corollaire 7.18 Théoréme de représentation de F. Riesz. L’injection canonique (semi-linéaire
et isométrique) d’un espace de Hilbert H dans son dual topologique

H— H' )y~ {,y) est surjective.

Démonstration. Soit u € H', cherchons un y € H tel que u = ( ,y). Si v = 0, il suffit de choisir
y = 0. Supposons donc u # 0. Alors keru est un hyperplan fermé donc (cf. corollaire son
orthogonal est une droite supplémentaire. Soit b un vecteur de cette droite tel que u(b) = 1. Les
deux formes u et ( ,b/||b]|*) ont méme noyau et méme valeur en b donc elles sont égales. O
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Théoréme 7.19 Tout espace préhilbertien séparable posséde une base hilbertienne.

(On verra au § suivant un théoréme analogue en remplagant I’hypothése “séparable” par “complet”,
autrement dit : tout espace de Hilbert posséde une base hilbertienne.)

Démonstration. D’ une suite dense dans E on peut extraire une base (x,,),en+ du s.e.v. (dense) qu’elle
engendre. Pour tout n € N, notons F), le s.e.v. engendré par zi,...,z, (en particulier Fy = {0}).
Par le procédé de Gram-Schmidt, on va construire par récurrence une suite (e, ),en+ telle que pour
tout n, (e, ...,e,) soit une base orthonormale de F), : ainsi, (e,),en+ sera une base hilbertienne de
E. La construction de chaque e, a partir des e, précédents se fait en posant y, = > | . (Tn, €x)ex
(c’est le projeté orthogonal de x,, sur F,_1, cf. début de la preuve du théoréme de Bessel-Parseval
ci-dessus) puis en choisissant e,, unitaire et colinéaire au vecteur (non nul) z,, — y,. l

Corollaire 7.20 Tout espace de Hilbert séparable de dimension infinie est isomorphe & (2.

Sa “dimension hilbertienne” est donc card(N), alors que sa dimension algébrique est bien plus grande
(cf. TD1 : c¢’est card(R)). D’ailleurs, le théoréme de Baire (au programme du Master) permet de
montrer qu'un espace de Banach n’est jamais de dimension algébrique dénombrable.

7.5 Dimension hilbertienne

(Hors programme)

On a construit, pour tout espace de Hilbert (ou méme seulement préhilbertien) séparable, une
base hilbertienne au plus dénombrable. La plupart des espaces de Hilbert de ’analyse fonctionnelle
sont de ce type (exemples : TD6, ex. 5). Etudions quand méme le cas non séparable. Dans ce
cas, et seulement pour un espace de Hilbert, pour démontrer qu’il posséde des bases hilbertiennes
et définir sa dimension hilbertienne, 'idée (non constructive, cette fois) est la méme que, dans un
espace vectoriel sans base finie, pour démontrer qu’il posseéde des bases (algébriques) et qu’elles ont
toutes méme cardinal. Dans le cadre algébrique, on utilisait qu’'une partie libre est maximale (c’est-
a~dire non strictement incluse dans une autre partie libre) si et seulement s’il n’existe pas de vecteur
qu’on puisse lui ajouter en préservant sa liberté (donc si elle est génératrice). L’analogue hilbertien
est qu’'une partie orthonormale B est maximale (pour I'inclusion, parmi les parties orthonormales)
si et seulement si B+ = {0}.

Théoréme 7.21 Dans tout espace préhilbertien, il existe des parties orthonormales mazimales, et
elles ont toules méme cardinal.

Démonstration.

Existence. D’aprés la version “faible” du lemme de Zorn (cf. chapitre , il suffit de vérifier
que lorsqu’un ensemble de parties orthonormales de FE est totalement ordonné par inclusion,
la réunion de ces parties est encore orthonormale (y compris lorsque cet ensemble totalement
ordonné est vide, donc lorsque cette réunion est &).

Unicité du cardinal. Soient B une partie orthonormale maximale et A une partie orthonor-
male quelconque, montrons que card(A) < card(B). Si B est finie c’est immédiat (car B est
alors une base de E). Supposons donc B infinie.

— Pour tout b € B, 3,4 [(b, a)|? est fini (majoré par [|b]|* d’aprés I'inégalité de Bessel) donc
I’ensemble de ses termes non nuls est au plus dénombrable, ce qui s’écrit, en notant

Alb):={ac AlaYb} : card(A(b)) < card(N).
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— Par maximalité de B, B+ = {0} donc Va € A a ¢ Bt autrement dit :

Ac | Aw).

beB

On déduit de ces deux points que card(A) < card(N x B) = card(B) (la derniére égalité vient

de ’hypothése que B est infini : cf. lemme ci-dessous). O
Dans un espace préhilbertien, toute base hilbertienne B est orthonormale maximale (cf. preuve
du corollaire [7.17] avec G = vect(B)) mais la réciproque est fausse (il existe méme un espace de
Hilbert H et un sous-espace préhilbertien dense E dont les parties orthonormales maximales sont
de cardinal strictement plus petit que celles de H donc ne sont pas totales). Elle est vraie cependant
dans un espace de Hilbert :

Proposition 7.22 Dans un espace de Hilbert, une partie est orthonormale mazimale (si et) seule-
ment si c’est une base hilbertienne.

Démonstration. Soit B une partie orthonormale maximale d’un Hilbert, alors (vect(B))* = {0}
donc (corollaire B est totale. O

Cette proposition, jointe au théoréme ci-dessus, garantit 1’existence de bases hilbertiennes pour
un espace de Hilbert H et permet d’étendre le résultat obtenu au § précédent pour les Hilbert
séparables : on définit la dimension hilbertienne de H comme le cardinal commun a toutes ses bases
hilbertiennes, et les espaces de Hilbert sont alors classifiés a isomorphisme isométrique prés par
leur dimension hilbertienne, de méme que les espaces vectoriels sont classifiés par leur dimension
algébrique.

Voici, pour finir, le lemme utilisé dans le théoréme ci-dessus.

Lemme 7.23 Tout ensemble infini B est équipotent a N x B.

Démonstration. On considére ’ensemble des couples (X, f) ot X est une partie de B et f une
bijection de X dans N x X. On le munit d’un ordre partiel : (X, f) < (Y,g) si X C Y et g est un
prolongement de f. Lorsqu’un ensemble de tels couples est totalement ordonné (par la restriction
de Pordre partiel), sa réunion est encore un couple de cette forme (y compris lorsque cet ensemble
de parties est vide, donc lorsque cette réunion est le couple (&, application vide)). D’aprés le lemme
de Zorn, il existe donc un (X, f) maximal. Pour conclure, il suffit de montrer que B\ X est fini
(comme B est infini, cela prouvera que B est équipotent & X et (donc) N x B 4 N x X, donc que
B et N x B sont équipotents). Si B\ X était infini, il contiendrait un ensemble dénombrable D.
En juxtaposant la bijection f de de X dans N x X et une bijection arbitraire de D dans N x D
(cf. proposition, on construirait un majorant strict de (X, f), ce qui contredirait sa maximalité.[]

(Plus généralement, tout ensemble infini est équipotent a son carré : p. 32.)
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Chapitre 8

Appendice 1 : axiome du choix et lemme de
Zorn

Nous avons suivi la coutume d’utiliser axiome du choix/ de facon implicite mais d’expliciter
I'usage plus rare du lemme de Zorn. Dans cet appendice, on va montrer que les deux sont équivalents.
Le sens “difficile” (axiome du choix = Zorn) a bien d’autres démonstrations. Certaines passent par
le théoréme de Zermelo, dont il ne sera pas question ici. Celle présentée ci-dessous fait intervenir
comme préalable un théoréme de point fixe qui — fait remarquable — se démontre sans ’axiome du
choix, grace a la notion de bon ordre.

Définition 8.1 Soit (E, <) un ensemble muni d’un ordre (partiel).
~ Un majorant[l] d’'une partie A de E est un élément e de E tel queVa € A a < e.
— La borne supérieure de A est (s’il existe) le plus petit majorant de A.
— Un élément maximal de (E, <) est un élément sans majorant strict.
— Une chaine de (F, <) est une partie de E sur laquelle 'ordre < est total.
On dit que (E,<) est :
~ un ordre inductif si (dans E) toute chaine admet un majorantf|;
— un ordre strictement inductif si toute chaine admet une borne supérieureﬂ;
- un bon ordreE] st toute partie non m’deﬂ contient un plus petit élément.
— L’axiome du choix est ’énoncé : pour tout ensemble X, il existe une application f :
P(X)\ {9} — X telle que (pour toute partie non vide Y de X) f(Y) €Y.
— Le lemme de Zorn est [’énoncé : pour qu’un ordre partiel posséde (au moins) un élément
mazimal, il suffit que :
— (version usuelle) cet ordre soit inductif;
— (version “faiblel’|”) cet ordre soit strictement inductif;
— (version “forte|'|”’) : toute partie bien ordonnée soit majorée.

Proposition 8.2 La version “faible” du lemme de Zorn implique ’axiome du choiz.

Démonstration. Soit E l’ensemble de tous les graphes de fonctions de choix partiellement définies
sur P(X)\ {2}, c’est-a-dire de toutes les parties G de (P(X)\{@}) x X vérifiant : pour toute partie
non vide Y de X, il existe au plus un y € X tel que (Y,y) € G, et §'il en existe un, ce y appartient

Méme définition pour un majorant strict, en remplacant < par <.

Puisque @ est une chaine, cette condition implique que F est non vide.

Tout ordre strictement inductif est donc inductif.

On dit aussi “F est bien ordonné” (par <).

En particulier toute paire, donc tout bon ordre est total.

Cette version suffit dans la plupart des utilisations. Elle est d’ailleurs en fait équivalente a la version usuelle.
7. Cette version est aussi équivalente a la version usuelle, de méme que la version “semi-forte” : il suffit que toute

partie bien ordonnée posséde une borne supérieure.

SOt LN
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a Y. Cet ensemble FE, ordonné par inclusion, est strictement inductif. D’aprés le lemme de Zorn
(version faible), il existe donc dans E un élément maximal G. La fonction de choix correspondante
est alors définie sur P(X) \ {@} tout entier. O

Théoréme 8.3 Point fixe dans un ensemble ordonné.

Soient (P, <) un ensemble ordonné dans lequel toute partie bien ordonnée posséde une borne supé-
rieure et g : P — P une application expansive, c’est-a-dire vérifiant Vo € P x < g(x).

Alors g posséde au moins un point fize.

Démonstration. Appelons “g-ensemble” toute partie C' de P bien ordonnée et telle que
VeeC z=sup{g(y)|yeCety<ual}.

(En particulier, & est un g-ensemble.)

Si C et D sont deux g-ensembles, I'un est un segment initial de 'autre. En effet, soit [ la réunion
des segments initiaux a la fois de C' et de D et montrons par ’absurde que [ est égal a C' ou D :
sinon, [ aurait un plus petit majorant strict dans C', soit ¢, et un plus petit majorant strict dans
D, soit d, et I'élément

c=sup{g(y) [y € Cety<c}=suplg(y) |y eI} =sup{g(y) |[ye Dety<dt=d¢gl

pourrait alors étre ajouté a [ pour former un segment initial commun a C' et D, contredisant la
maximalité de I.

On en déduit que la réunion M de tous les g-ensembles est encore un g-ensemble. En particulier,
M est bien ordonné et g est croissante sur M, donc {g(y) | y € M} est bien ordonné. Soit z
sa borne supérieure. Alors M U {z} est un g-ensemble donc (par maximalité de M) z € M donc
g9(z) € {g(y) | y € M} donc (par définition de z) g(z) < z donc (par expansivité de g) g(z) = 2.0

Proposition 8.4 L’axiome du choiz implique la version “forte” du lemme de Zorn.

Démonstration. Supposons que toute partie bien ordonnée de (F,<) est majorée. Considérons
’ensemble P des parties bien ordonnées et ordonnons-le par inclusion. Définissons (& Paide d’une
fonction de choix) une application g : P — P par : si C' a des majorants stricts, soit x 'un d’eux
et g(C) = C' U{z}, sinon, soit g(C) = C. Alors les hypothéses du théoréme précédent sont vérifiées
donc g posséde un point fixe, c¢’est-a-dire que E posséde une partie bien ordonnée C sans majorant
strict. Par hypothése sur (E, <), C' a cependant un majorant, qui est alors maximal dans E. [
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Chapitre 9

Appendice 2 : théoréme de Hahn-Banach

Dans un K-espace vectoriel E, un hyperplan affine| est une partie de la forme g~'({a}) ou g est
une forme linéaire non nulle et @ € K. Si E est un e.v.n., cet hyperplan est fermé si et seulement
si g est continue. Dans un espace de Hilbert H, les hyperplans affines fermés sont donc (d’apreés le
théoréme de représentation de Riesz, corollaire les parties de la forme {z € H | (z,n) = a} ou
n est un vecteur non nul et a € K.

Dans un espace de Hilbert réel H, il est donc facile de séparer, par un tel hyperplan, un convexe
fermé C' d’un point z ¢ C' : soit y le projeté de z sur C' (cf. TD6, ex. 3) alors,

Vel (z—y,x—1y) <0

tandis que
(x—y,x—y)=6">0

donc C' et z sont strictement de part et d’autre de 'hyperplan {z € H | (z —y,z — y) = §2/2} =
{(r€H|(z,n)=a}avecn=x—yeta=(y,n)+ 2.

Le théoréme de Hahn-Banach généralise considérablement ce procédé : on se place dans un R-
espace vectoriel normé E quelconque (au lieu d’un espace de Hilbert) et méme, au lieu d’une norme,
on prend seulement une fonction convexe, ¢’est-a-dire une application p : E — R telle que :

Ve,ye E VA€ [0,1] p(Az+ (1—Ny) < Ap(x) + (1 = N)p(y).

Théoréme 9.1 Soient E un R-espace vectoriel, p : E — R une fonction convere, F' C E un sous-
espace vectoriel et [ une forme linéaire sur F', magjorée par p\p. Alors il existe (au moins) une forme
linéaire sur E, prolongeant f et majorée par p.

En appliquant ce théoréme & p = un multiple de || ||, on en déduit que toute forme linéaire
continue sur un s.e.v. d’'un e.v.n. E se prolonge en une forme linéaire continue sur F, de méme
norme. En I'appliquant a p = la jauge d’'un convexe, on en déduit divers résultats de séparation des
convexes — comie celui ci-dessus — dans n’importe quel e.v.n.

Démonstration. Considérons I'ensemble des couples (M, g) constitués d’'un s.e.v. M contenant F'
et d'une forme linéaire g sur M prolongeant f et majorée par pjy, et ordonnons-le en posant :
(M,g) < (N,h) < M C N et h est un prolongement de g. Cet ordre partiel est strictement inductif
(cf. définition (exercice : pourquoi?) donc posséde, d’aprés le lemme de Zorn, au moins un
élément maximal (M, g). Il reste & montrer que M = E. Pour cela, montrons que sinon, (M, g)
aurait un majorant strict (N, h) avec N = M + Ro, ot v est un vecteur arbitraire de £\ M.

On prolonge g par une forme linéaire h sur N en posant :

Vee M VteR h(z+tv) :=g(x)+ta,
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mais il faut montrer qu’on peut choisir a € R de telle facon que h < p non seulement sur M mais
sur N, c’est-a-dire que
Vee M VYteR" g(x)+ta<p(xr+tv).

ou encore (en séparant les cas t > 0 et t <0) :
Vee M VYt>0 g(z)+ta<p(x+tv)etg(x)—ta<plx—tv),
ce qui équivaut a :

g(x) — p(z —tv)
t

plo -+ tv) = glw)

Vee M Vi>0 az <a<by, avec a,, = "

et bx,t =
La condition d’existence d’un tel « est donc :

sup ag < inf by,
TEM >0 zeM,t>0
ou encore :
Ve,ye M Vst >0 azs < byy.

Cette condition est bien réalisée, d’apres la convexité de p, la majoration de g par pj, et la linéarité
de g :
z)—plx —sv tv) —
9(x) — p( ) Pyt 7j) 9y
s

tg(z) + sg(y) < tp(x — sv) + sp(y + tv) car
tp(z — sv) + sp(y + tv) > (t(w —sv) +s(y+ tv))

s+t s+t
tr + sy tr + sy tg(x) + sg(y
s+t s+t s+t

62



Chapitre 10

Appendice 3 : théoréme de compacité de
Riesz

(& ne pas confondre avec le théoréme de représentation du méme Riesz, cf. corollaire [7.18)).

Théoréme 10.1 Un e.v.n. est de dimension finie si (et seulement si) ses boules fermées sont com-
pactes.

On a déja vu le “seulement si[’ (=). Le principe pour < est le méme que dans la preuve
de la proposition [£.11] : dans un e.v.n. de dimension infinie, on va construire une suite (z,), de
vecteurs unitaires a distance > % les uns des autres donc sans sous-suite de Cauchy, ce qui prouvera
que les boules fermées ne sont pas compactes (ni méme précompactes). Il suffit, pour construire
(par récurrence) le (n + 1)-iéme terme d’une telle suite, d’appliquer le lemme suivant & r = % et

2
F = vect(xg,...,z,) (qui est fermé car de dimension finie).

Lemme 10.2 Soient E un e.v.n., FF C E un s.e.v. fermé propre et r €|0,1]. Il existe un vecteur
unitaire v € E tel que d(x, F) > r.

Démonstration. Soit y € E '\ F. Comme F est fermé, § := d(y, F') > 0 donc (par hypothése sur r)
g > 0. Par deéfinition de d(y, F), il existe alors fy € F tel que

)
ly — foll < -.
r
En posant
- vy — Jfo
ly — foll’
on a bien : 5
Hy—foH Hy_fOH

Plus généralement, tout R-espace vectoriel topologique (notion définie dans la proposition [6.1])
séparé et localement compact est de dimension finie.
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Chapitre 11

Annales

11.1 Examen de janvier 2016
Enoncé (3 heures, sans document)

Exercice 1 Soit (£, | ||) I'espace de Banach des suites bornées de nombres complexes et (¢, || ||1)
celui des suites sommables. On notera e, la suite dont tous les termes sont nuls sauf le n-iéme, qui
vaut 1; autrement dit : e, = (07).

1) Soit ¢y Pespace des suites complexes de limite nulle. Montrer que (co, || [|) est un espace vectoriel
normé complet.

2) Pour tout y € ¢! et tout x € ¢p , on pose Ay(x) := Y o ynx,. Montrer que A, est une forme
linéaire continue sur ¢y et que ||A,[ < ||y[[1. Que dire de I'application y — A, ?

3) Justifier l'identité x = limy ZnN:o Tpe, pour tout x := (x,), € co.

4) Soit A une forme linéaire continue sur ¢y et ¥ := (y,), 0l 4, := (e, ). Montrer que y € £* et que
lyll: < JIAll- Montrer que A = A,.

5) Que peut-on dire du dual topologique de (co, || ||) ?

Exercice 2 Soient (E, || ||g) et (F,]| ||r) deux espaces vectoriels normés. On note Bg la boule unité
fermée de F et L.(F, F) I'espace des applications linéaires continues de E dans F' normé par

7Y := sup [|T(x)|r.
iUEBE

On dit que T' : E — F est un opérateur compact si T est linéaire et si T(Bg) est relativement
compact dans F. On note K(E, F) 'ensemble des opérateurs compacts de E dans F.

1) Montrer que K(FE, F') est un sous-espace vectoriel de L.(E, F').
2) On suppose dans cette question que (F, || ||r) est complet.

i) Soient T' € L.(E, F) et K € K(E, F) tels que ||T'— K| < 5. Montrer que T'(Bg) peut étre
recouvert par un nombre fini de boules de rayon ¢.

ii) Montrer que K(E, F) est fermé dans L.(E, F).
iii) Montrer que si 7" = lim,, T}, et si T,,(E) est de dimension finie pour tout n alors T' € K(E, F').
3) Dorénavant, (F, | ||r) est remplacé par un espace de Hilbert (H, || |).

i) Soit K € K(E, H). Montrer que pour tout entier n > 1, il existe dans H un sous-espace
vectoriel M, de dimension finie tel que d(K(z), M,) < + pour tout z € Bp.

ii) Justifier existence d’une suite (P,), d’applications linéaires continues de H dans H telles
que P,(H) = M, et [|[K — P,o K|| < 1.
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Corrigé

Exercice 1

1)

5)

co est un sous-espace vectoriel de ’espace de Banach ¢°°. Il suffit donc de montrer qu’il est
fermé. Supposons qu’'une suite d’éléments =, = (2})r € ¢y converge dans (> vers un élement
x = (z1)r et montrons qu’alors, x € ¢g. Soit € > 0. Il existe N tel que Vn > N ||z, — 2|l < &,
en particulier (pour n = N) Vk € N |2 — x4| < e. Et puisque xy € ¢y, il existe K tel que
Vk > K |zi| <&, d’ou (par inégalité triangulaire) : Vk > K |zx| < 2¢, ce qui conclut.

A, : g — C est clairement linéaire. Il suffit donc de vérifier que Vo € ¢o  |Ay(x)] < [Jyll1]|z |l :

S,

On peut remarquer que 'application A : ¢* — (¢),y — A, (linéaire continue, de norme < 1)
est injective car de noyau nul. En effet, v, = Ay(e,) donc A, =0=y = 0.

<D Wallwal <D lyal sup [wm] = Iyl ]| oo

Pour tout x € ¢y, la suite z — Zf:;o Tpe, est nulle jusqu’au rang N, puis coincide avec x. Sa
norme sup est donc égale & sup,,- y |2,|, qui tend vers 0 quand N — oo.
Pour tout indice n, soit u, € C tel que |y,| = u,y, et |u,| = 1 (si y, = 0, on peut choisir

I e
done S|yl < I, et cela pour tout N € N, ce qui prouve que 3.°°  |yn| < ||A]|, ¢’est-a-dire
que y € (' et [[ylly < Al Pour tout x € ¢ et tout N € N, A (32, Znn) = D e Tnln =
Ay (anN xnen). D’aprés la question précédente et par continuité de A et A,, on en déduit :
Ax) = Ay(x). On a donc A = A,

D’aprés la question précédente, I'application A : ' — (cp) (linéaire continue, de norme < 1 et
injective) est surjective et |JA™!|] < 1. C’est donc un isomorphisme (isométrique) d’e.v.n.

par exemple u,, = 1). Ainsi, 27]:’:0 lyn| = A Ziv:o Upéy |, Or = Sup,<y |un| = 1,
o0

Exercice 2

1)

2)

Remarquons d’abord que tout opérateur compact 7' : E — F est continu, puisque T(Bg) est
relativement compact donc borné. Si T est un opérateur compact alors AT aussi pour tout scalaire
A, car XT'(Bg) = AT'(Bg) est compact, comme image d’un compact par un homéomorphisme (si
A # 0) ou par une application constante (si A = 0). Si T} et Ty sont deux opérateurs compacts
alors Ty + Ty aussi car il envoie Br dans T1(Bg) + To(Bg) qui est compact puisque dans F'
(séparé), la somme de deux compacts est compacte, comme image d’un compact (produit de
deux compacts) par une application continue (+ : E x E — F).

i) K(Bg) est précompact donc recouvert par un nombre fini de boules de rayon £, et T(Bg)
est alors recouvert par les boules de mémes centres et de rayon e.

ii) Si une suite d’opérateurs compacts T,, : E — F converge dans L.(E, F') vers un élément T
alors, d’aprés la sous-question précédente, T'(Bg) est précompact. Comme F est complet,
T(Bg) est donc relativement compact, si bien que T' € K(E, F).

iii) Si (pour tout n) T,, € L.(E,F) est de rang fini alors 7,,(Bg) est relativement compact
(comme partie bornée d’un e.v.n. de dimension finie) donc T, est un opérateur compact. Si
de plus T,, — T alors, d’aprés la sous-question précédente, T € K(E, F).

i) K(Bg) est précompact donc recouvert par un nombre fini de boules de rayon +. Soit M, le
s.e.v. de F engendré par leurs centres. Alors, pour tout x € Bg, d(K(z), M,) < %

ii) Notons P, la projection orthogonale sur M,. Alors, P,(H

) = M, et pour tout = € Bp,
|K () — Pk ()] < d(K(2), M,) < £ done | K — P, o K| < L.

65



11.2 Partiel de novembre 2015

Enoncé (14h-17h, sans document)

Exercice 1 Espace de Sierpinski
Soient X = {0,1} et T = {o, {1}, X}.

1.

Montrer que T est une topologie sur X.
Pour cette topologie :

. quelles sont les suites dans X qui convergent vers 07

3. quelles sont celles qui convergent vers 17

4. dans un espace topologique arbitraire, quelles sont les parties dont la fonction indicatrice, a

valeurs dans X, est continue ?

Exercice 2 Continuité et adhérences Soient X et Y deux espaces topologiques quelconques,
f : X — Y une application continue et A, B deux parties de X ayant méme adhérence. Montrer

que

f(A) = f(B).

Exercice 3 Distance
Montrer que dans un espace métrique, tout fermé est une intersection dénombrable d’ouverts.

Exercice 4 Suites de Cauchy
Dans un espace métrique (X, d), soit (a,)nen une suite de Cauchy.

1.

2
3.
4

Montrer que pour tout z € X, la suite (d(x, a,))nen converge dans R. On note f(z) sa limite.
. Montrer que f: X — R est continue.
Calculer inf,cx f(z). Quand cette limite est-elle atteinte ?

. Déduire de ce qui précede que si X n’est pas complet, il existe une application g : X — R
continue et non bornée.

Probléme : séparabilité et cardinaux

. Soient X un espace séparé et & bases dénombrables de voisinages et D une partie dense dans
X.

(a) Montrer (en signalant ot chaque hypothése est utilisée) que le cardinal de X est inférieur
ou égal au cardinal de I'ensemble des suites a valeurs dans D.

(b) En déduire que si X est de plus séparable, son cardinal est inférieur ou égal au cardinal
de R.

Pour tout n € N, notons [0..n] 'ensemble des entiers naturels de 0 a n, P([0..n]) Pensemble
de ses parties et F,, 'ensemble des applications de P([0..n]) dans N. Montrer que Iensemble
F' = U,enF), est dénombrable.

Soit (X 4)aer une famille d’espaces séparables non vides indexée par R := P(N), et X =
[14cgr X4 muni de la topologie produit (dont une base est constituée des “ouverts élémentai-
res” : les [[ ,cg Ua, ot chaque Uy est un ouvert du X, correspondant, et est égal a X4 sauf
pour un ensemble fini d’indices A). On va montrer que X est séparable.

On fixe dans chaque X4 une partie dense Dy = {da | k € N}.

On considére I’ensemble dénombrable F de la question 2. A chaque application f € F, définie
sur P([0..n]) pour un certain n, on associe le point yy := (da fano.n))) aer de X. On note D
I'ensemble de tous ces yy.
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(a) Montrer que tout ouvert élémentaire non vide [[,.g Ua rencontre D.
(Indication : en notant A;,..., A, les A € R pour lesquels I'ouvert Uy n’est pas X4 tout
entier, montrer qu’il existe kq,..., k. € N tels que da,, € Ua,, puis fixer un entier n
suffisamment grand pour que les r parties finies A; N [0..n] soient distinctes et choisir un
f € F, convenable.)

(b) En déduire que X est séparable.

4. En utilisant les questions 1 et 3, construire au moins un espace séparé, séparable et non
métrisable (c’est-a-dire dont la topologie ne peut pas étre définie & partir d’'une distance).

Corrigé (baréme sur 24)

Exercice 1 Espace de Sierpinski (4 pts)

1. 7 contient @ et X et, puisqu’elle ne contient qu'une seule autre partie, elle est stable par
intersections (en particulier par intersections finies) et par réunions. C’est donc une topologie
sur X.

2. Toute suite dans X converge vers 0 puisque X est le seul voisinage de 0.

3. Une suite (z,), converge vers 1 si et seulement si {1} (seul voisinage de 1 & part X) contient
tous les x,, a partir d’un certain rang, c’est-a-dire si la suite stationne a 1.

4. x31(@) = @ et x;'(X) = Y sont toujours des ouverts de Y, donc y4 est continue si et
seulement si y ;' ({1}) = A est un ouvert de Y.

Exercice 2 Continuité et adhérences (2 pts) f(A) = f(B) (car A= B) et f(B) C f(B) (car
f est continue) donc f(A) est inclus dans le fermé f(B), donc f(A) C f(B). Idem en intervertissant
A et B, d’ou I'égalité.

Exercice 3 Distance (2 pts) Soient ' un fermé d’un espace métrique (E,d) et f: £ — R,z
d(z, F) (continue). Alors F = F = f~1({0}) = Npen+f (] — 00, 1/n]), intersection dénombrable
d’ouverts.

Exercice 4 Suites de Cauchy (5 pts)

1. La suite réelle (d(z, a,))nen est de Cauchy car |d(z, a,) — d(z, a,)| < d(ayp, a,). Par complétude
de R, elle est donc convergente.

2. f est continue et méme 1-lipschitzienne, par passage a la limite dans les inégalités |d(x, a,) —
d(y, an)| < d(z,y).
3. infaex f(z) =0 car f(a,) — 0. En effet, pour tout € > 0, il existe V. tel que

VYm,n > N. d(ap,a,) <e

donc (en faisant m — oo pour n fixé) ¥Yn > N, f(a,) <e.
Cette limite est atteinte s’il existe un z € X tel que f(z) = 0, c’est-a-dire tel que a,, — =z,
autrement dit si la suite (a,), converge dans X.

4. Dans X non complet, soit (a,), une suite de Cauchy non convergente. L’application continue
associée f a pour inf 0, non atteint. L’application g = 1/f : X — R est donc bien définie et
continue, mais non majoreée.

Probléme : séparabilité et cardinaux (4 + 1 + 3 + 3 = 11 pts)
1. (2+2)
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(a) Soit S le sous-ensemble de DY constitué des suites qui convergent dans X. Comme X
est séparé, chacune de ces suites n’a qu’une limite. ’application

L:S— X, (x,)n— lim z,
n—oo
est donc bien définie. Comme X est & bases dénombrables de voisinages, 'image de
Papplication L est D tout entier. Comme D est dense, D = X. Donc L est surjective.
Alinsi,
card(X) < card(S) < card(D").
(b) Si X est de plus séparable, en appliquant ce qui précéde a un D au plus dénombrable,
on trouve card(X) < card(NY). Par ailleurs, puisque card(N) < card(R) = card({0, 1}")
et que card(N x N) = card(N),

card(N") < card(({0, 1}")Y) = card({0, 1}"*") = card(R).

2. (1 pt) Pour tout n € N, F,, = NP(%n] egt dénombrable (comme produit fini non vide d’en-
sembles dénombrables) donc F' est dénombrable (comme union dénombrable d’ensembles dé-
nombrables).

3.2+ 1)

(a) Avec les notations de I’énoncé, Pexistence de ky, ..., k, vient du fait que chaque Uy est
un ouvert non vide du X4 correspondant, donc rencontre la partie dense D 4. Une fois
n fixé comme indiqué, il existe au moins une application f € F, telle que pour chaque
idelar, f(AiN[0.n]) =k;. Ley :=y; € D associé a un tel f vérifie : pour i de 1 &
T, ya, = da, r, € Uy, et pour tout A € R différent de Ay,..., A, ya € X4 = Uy, donc
yelU.

(b) La partie D = {yy | f € F'} est au plus dénombrable d’aprés la question 2, et est dense
dans X d’aprés la question 3.a, donc X est séparable.

4. (3 pts) Prenons tous les X4 égaux & un méme espace Y séparé, séparable et contenant au
moins deux points (par exemple l'espace discret {0,1}, ou encore espace R ou le segment
réel [0, 1], munis de leur topologie usuelle), et X =[] ,.g Xa =Y.

D’apres la question 3.b, X est séparable.

X est de plus séparé car si x et y sont deux points distincts de ce produit, ils différent
sur au moins une composante, 4, # Ya,, €t comme Y est séparé, il contient deux ouverts
disjoints Uy, , V4, contenant respectivement x 4, et y4,. En posant, pour tous les autres A € R,
Us = Vi =Y, on obtient deux ouverts disjoints [[,.gr Ua et [],cp Va de X, contenant
respectivement x et y.

Enfin, comme Y a au moins deux points,

card(X) > card ({0,1}?) = card (P(R)) > card(R) = card(R)
donc d’aprés la question 1.b, X n’est pas a bases dénombrables de voisinages. Par conséquent,
il n’est pas métrisable.
11.3 Devoir maison de décembre 2015

Enoncé

Un intérét de R par rapport a Q est que c’est un espace complet. Il s’ensuit que la théorie des
séries (numériques ou de fonctions) est beaucoup plus riche sur R que sur Q. Mais compléter Q
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pour avoir R dépend d’une distance particuliére. Grace a des distances différentes, on peut obtenir
d’autres espaces complets qui sont les corps des nombres p-adiques, notés Q,,.

Premiére partie : valuations sur le corps Q et complétions

On se donne un nombre premier p et un réel a > 1.

1. Valuation p-adique. On définit
vy : Q = Z U {+o0}

par : v,(0) = 400 et pour tout x € Q*, v,(x) est 'unique entier (relatif) tel que
T = p”P(f‘)% avec a et b entiers non divisibles par p.
Vérifier que :
= vp(ay) = vp(z) + vp(y);
= up(x +y) = min(vp(2), v, (y))-
2. Valeur absolue p-adique. On définit :
| ,: Q= RY 2z |z], := a~ @),
Vérifier que :
— |z, =0 <= 2 =0;
= |z +ylp < max(|zlp, lylp);
= lzylp = |zlplylp (done | =z, = |xl,).

3. Distance p-adique. En déduire que

dp : Q X Q—>R+,($,y) = dp(‘ray) = |y_l‘|p

est une distance ultramétrique (cf. TD2, ex. 8).

4. Montrer que la distance d, sur Q (qui dépend du choix initial d'un o > 1) est uniformément
équivalente & la distance d}, associée de méme a n’importe quel 3 > 1.

5. En déduire que le complété est indépendant de la valeur choisie pour « (plus précisément :
qu’entre le complété pour d, et celui pour d;, il existe une bijection, fixant tout rationnel, et
uniformément continue dans les deux sens).

6. On note QQ, ce complété, en fixant désormais o = p. Montrer qu’il existe sur @, une unique
structure d’anneau avec addition et multiplication continues, prolongeant celle de Q.

7. Définir de méme des prolongements continus v, : Q, = Z U {+o0} et | |, : Q, — R™.

8. Montrer que I'anneau @, est un corps et que I'application Q) — Q, z — 27! est continue.

Deuxiéme partie : les entiers p-adiques et leur développement de Hensel

On note Z, le sous-anneau (contenant Z) des éléments de valuation positive ou nulle, appelés
les entiers p-adiques :

Ly ={x € Q| vp(x) > 0} ={z € Q, | |z[, <1}

1. Montrer que Z, est complet.
2. Montrer que pour toute suite d’entiers (a;);en, la série Z;Og a;p* converge dans Z,.

3. Montrer que si les a; sont compris entre 0 et p — 1 et non tous nuls, alors vp(z;og a;p’) est le
plus petit indice i tel que a; # 0.
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. Montrer que I'application
+o0 '
{O, o, p— 1}N — Zp, (ai)ieN — Z aip’
i=0

est injective.

. Montrer qu’elle est également surjective (on pourra démontrer ou admettre que pour tout
x € Zy, il existe a € {0,...,p — 1} tel que |z —al, < 1).

. En déduire que :

(a) Z est dense dans Z,;

out élément de s’écrit de maniére unique sous la forme > " a;p' avec r € Z,

b) Tout élement de Q s'écrit d iere uni la f = aip! Z
a; €{0,...,p—1} et a, #0.

(¢) Z, et Q, ont méme cardinal que R.

. Questions bonus :

(a) Quelle est la caractéristique de Q, 7

(b) Quels sont les éléments inversibles dans 'anneau Z,? Quels sont leurs antécédents par
la bijection ci-dessus ?

1

(c) En particulier, quels sont les antécédents de 1, —1, T

(d) Quel est le corps des fractions de Z,,?

1 9
p—1°

Corrigé
Premiére partie : valuations sur le corps Q et complétions

. Siz ou y est nul, les deux propriétés sont immédiates. Sinon, z = p"7 et y = p°< avec a,b, ¢, d
entiers non divisibles par p, donc :
— xy =" 25 donc vy(zy) =1 + 5 = vp(x) + vp(y);
. . d+ S—Tp,

— en supposant par exemple r < s : z + y = p == donc

vp(x +y) 2 7 =min(vp(z), vp(y))-
. zl, =0 v,(x) = 400 < = =0 et les deux autres propriétés résultent point par point de la
question précédente. Le “donc | — x|, = |x|,” vient alors du fait que | — z|, et |z|, sont positifs
et ont méme carré.
: dp(x7y) = dp(yax) car ’ - z|p = |z|p
dy(z,y) =0 x=ycar |z|[,=0< 2=0.
dp(z,2) = [(z —y) + (y — )|, < max(|z —ylp, ly — z[p)

= maX(dp(yv 2)7 dp<$7 y))

d(z,y) = |y — x|, pour |z]) = B7E) = (|z],)F avec k = % > 0 donc
Ve>0 >0 Vo,yeQ (dy(z,y) <n=d(z,y)<e)

(il suffit de choisir n < €'/¥), ce qui prouve que I'application identité, de (Q,d,) dans (Q, d,),
est uniformément continue.

De méme, idg : (Q,d;,) = (Q, d,) est uniformément continue.

. Notons (£, d) le complété pour d, et (E',d’) celui pour d,.

L’application (Q,d,) — (E',d'),x — x est uniformément continue (comme composée, avec

(Q,d;,) comme espace intermédiaire) et est a valeurs dans un complet, donc elle s’étend (par
densité de Q dans E) en une application continue f: (E,d) — (E',d').
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f est uniformément continue non seulement sur Q mais sur F, par densité de Q et continuité
sur . On peut méme expliciter :

Vo,ye B (d(z,y) <% = d(f(2), f(y) <e).

De méme (Q,d),) — (E,d),r = x s’étend en g : (£, d’) — (E,d) uniformément continue.
La composée g o f : E — E est égale a I'identité sur une partie dense donc (par continuité)
sur F tout entier. De méme, fog =idg.

6. + et x : QxQ — Q, sont Cauchy-continues (+ est 1-lipschitzienne et x est lipschitzienne sur
toute partie bornée) donc s’étendent contintiment de fagon unique a (@ =Q, x Q,. Par
densité et continuité, les équations sur + et x qui font de (Q, +, x) un anneau (commutatif
et unifére) sont vérifiées par ces prolongements.

7. Vx € Q x|, = dy(0,2) donc | |, s’étend (par la méme formule) en une application continue

_ ln(‘$|p)
In(p)

continue v, sur Q,, a priori & valeurs dans | — 0o, +00] mais en fait v,(Q,) = v,(Q) C v,(Q) =
Z U {400} =Z U {+o0}. (De plus, les propriétés de la question 1 sont encore vérifiées par ce
prolongement. )

| |, : Q, — RT. De méme pour v,(z) = , qui se prolonge donc en une application

r—y
zy

8. Puisque d,(z7ty™!) = dy(y, ), I'application z — 27!, de Q* dans I'espace

, =
complet Q,, est lipschitzienne sur toute partie de Q de la forme U, := {z € Q | |z|, > ¢} avec
e > 0, donc s’étend continiment (de fagon unique) a l'ouvert V. :={z € Q, | |z|, > ¢} de Q,
(car U. est dense dans V). Par unicité, ces prolongements sont compatibles (c’est-a-dire que
si € > ¢’ alors le prolongement a V. est restriction du prolongement & V./), ce qui définit un
prolongement I sur U.»oVz = Q5. Cette application I est continue sur @ car sa restriction a
chaque ouvert V; I'est. On a z/(x) = 1 sur Q* donc (par densité et continuité) sur Q.

Deuxiéme partie : les entiers p-adiques et leur développement de Hensel

1. Z, est complet car (par continuité de v,) fermé dans le complet Q,,.

2. La suite des sommes partielles est de Cauchy car pour N < j <k, v, (Zj§i<k aipi> >7>N

donc |37, aip’l, < p~V. Puisque a;p’ € Z C Z, et que Z, est complet, la série converge
dans Z,.

3. Siay =a; = ... =a,—1 = 0 et a, non divisible par p alors, pour tout k& > r, v, (ZKk al-pi) =r
donc (par continuité de v, sur Q,) v, (3,5 aip’) = 7.

4. Soient (a;)ien 7 (bi)ien deux suites a valeurs dans {0,...,p — 1} et soit 7 le plus petit indice
tel que a, # b,. Alors, a, — b, n’est pas divisible par p donc, par le méme raisonnement que ci-
dessus, v, (3.5 (a; — b)p') = r # +oo done 3.5 (a; — b;)p' # 0 done 3% aip’ # S5 bip'

5. Soit zg € Zy, il existe ag € {0,...,p — 1} tel que v,(zp — a) > 0 c’est-a-dire tel que x :=
280 € Ly, puis ar € {0,...,p — 1} tel que, de méme, z5 := oA € Zy, et On construit
ainsi par récurrence une suite d’entiers a, € {0,...,p — 1} et une suite d’entiers p-adiques x,,
tels que zg — >_._, a;p’ = p"x,. Alors, |zg — Y, aipi‘p <p™™donc xy = > % aip.

6. (a) Z est dense dans Z, puisque tout élément de Z, est somme d’une série d’entiers.

(b) Un z € Qj s’écrit p Z:;Of ap " avecr € Z, a; € {0,...,p— 1} et a, # 0 si et seulement
si:r=uvy(z) et Z;;og aji.p’ est Pécriture (via la bijection ci-dessus) de élément p~"z
de Z,. Cela prouve a la fois I'existence et 'unicité demandées.

(c) D’apreés les questions 4, 5 et 6b,

card ({0,...,p — 1}") = card(Z,)
< card(Q,) < card ({0,...,p — 1}Z) ,
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or card ({0,1}") < card ({0,...,p — 1}")
< card ({0, ceyp— 1}2)

< card (({0 1Y) >
= card ({0, 1}"*?) = card ({0,1}")
donc card(Z,) = card(Q,) = card ({0, 1}") = card(R).
7. (a) Q, D Q est de caractéristique nulle.

(b) Puisque v,(1) =0 et Yo,y € Q, v,(zy) = vy(x) + v,(y), les inversibles, dans 'anneau
Z,, des éléments de valuation positive ou nulle, sont ceux de valuation nulle, c’est-a-dire

les 1% a;p’ avec a; € {0,...,p— 1} et ag # 0.

(c) 1=1p° + iZlOp,_ A
—1=YF(p—1)p" (car Yy, (p— 1)p' = =1+ p") donc
1 -1

_ _ +oo g
Tp = po1 = 2uimo P €t

e =l = - )+ (-2

(d) Le corps des fractlons de I'anneau Z, est Q,, puisque @, est un corps contenant Z, et
que tout élément de Q, est quotient de deux éléments de Z, (le dénominateur pouvant
méme étre choisi égal & une puissance de p).

Complément : preuve du lemme admis dans la question I1.5 :

VeeZ, Jac{0,....p—1} wv,(x—a)>0.

Si vy(z) > 0, il suffit de prendre a = 0. Supposons donc v,(x) = 0. Par densité de Q dans Q,,

il existe un rationnel y tel que v,(z —y) > 0, ce qui implique v,(y) > min(v,(y — z),v,(x)) = 0,

donc y = ZE’ avec b, c entiers et ¢ non divisible par p. Il existe alors un entier @ € {0,...,p — 1}

tel que ca = b mod p donc tel que v,(y —a) = v,(c(y — a)) = v,(b — ca) > 0, si bien que
0yl — a) > min(uy(z — ), vy — @) > 0.

11.4 Devoir surveillé d’octobre 2015

Enoncé (seul le polycopié de cours est autorisé)

Exercice 1 Un espace métrique (X, d) est dit polonais s'il est complet et séparable.

1. Soit (X1,d;) et (Xa,ds) deux espaces polonais. Montrer que 1’espace produit X; x X5 muni
de la distance D = \/d? + d3 est un espace polonais. Quelle est la topologie induite par D ?

2. Soit (X, d) un espace polonais et F' une partie fermée de X. Montrer que (F,d) est polonais.

3. Soit U un ouvert de R et f: U — R™ une application continue. Montrer que U est homéo-
morphe a

{(z, f(z)); z € U}
muni de la topologie induite par la topologie produit.

4. En utilisant la fonction
U:=R\{0} — R,
T N

]

déduire des questions précédentes qu’il existe une distance § sur R\ {0} telle que (R \ {0}, 0)
est un espace polonais et la topologie induite par § est la topologie usuelle sur R\ {0}.

Exercice 2 Soit (X;, T (X;)):en une collection dénombrable d’espaces topologiques.
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1. On note X = I,/ X;. Soit
B = {Il;enU;; U; € T(X;) et U; = X; sauf pour un nombre fini de valeurs de i}.

Montrer que B est une base d’'une topologie 7 (X) sur X (7(X) est la topologie produit sur
X).

2. Soit I un sous-ensemble fini de N*. Montrer que 'application

X — ILier X
(Ti)ien > (Ti)ier
est continue.
3. Supposons que chaque X; est séparé. Montrer que X l'est également.

4. Supposons que chaque X; est séparable. Montrer que X 1'est également.

Exercice 3 Soit (E,d) un espace métrique et F' C E un sous-ensemble. Etant donné f : F — R
une application k-lipschitzienne, montrer qu’il existe une application A : E — R k-lipschitzienne
telle que h|r = f. On pourra considérer la quantité

inf (f(y) + Ld(z,y))

yeF
pour un L convenable.
Exercice 4 Dans cet exercice, B(0, R) est la boule fermée de rayon R de R?, centrée & lorigine.
On considére I'espace X = I14>°, B(0, N) muni de la topologie produit introduite dans I’exercice 2.
1. Soit 1 < N < N’ deux entiers. Déduire de résultats de 'exercice 2 que la projection

Dy o X — B(0,N) x B(0,N")
(Yr)k>1 +— (yn,ynr)

est continue.

2. Soit N > 1 un entier. On note py : R? — B(0, N) la projection sur B(0, N) définie par

(z) = x siz € B(0,N)
PN = Nz /|z|  sinon
Vérifier que py est continue.

3. On considére le sous-ensemble de X :
Y = {(yn)nven- € X; VN, N € N*; N < N' = py(yn) = yn }-

Montrer en justifiant convenablement, que ¢’est une partie fermée de X (on pourra écrire Y
comme une intersection de fermés).

4. Soit z € R2. Déterminer la suite (py(x))ven-
5. En déduire qu’il existe une injection continue ¢ : R? < Y.

6. A quoi est homéomorphe le complémentaire Y\ ¢(R?)?

Corrigé
Exercice 1
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1. La distance D = /d? + d3 est Lipschitz-équivalente (donc uniformément équivalente) a la

distance usuelle sur I'ensemble produit, d := max(d;,dy) (car d < D < /2d). L’espace
métrique (X; X Xo,d) (produit de deux complets, cf. cours) est complet, donc (X, D) aussi.
La topologie induite par D est la méme que celle induite par d, qui (cf. cours) est la topologie
produit.
Pour cette topologie produit, 'adhérence du produit cartésien A x B d’une partie de X; par
une partie de X, est (cf. cours) le produit A x B de leurs adhérences respectives, en particulier,
le produit d’une partie dense dans X; par une partie dense dans X5 est dense dans X; x Xo.
Si ces deux parties sont au plus dénombrables, leur produit aussi. Donc (X; x X5, D) est
séparable.

2. F est fermé dans X donc (F,d) est complet. La séparabilité n’est pas héréditaire (i.e. : un
sous-espace d’un séparable n’est pas toujours séparable) mais la propriété (plus forte) d’étre
a base dénombrable d’ouverts I'est, or (cf. cours) pour un espace métrisable, les deux sont
équivalentes. Donc F' est séparable.

3. L’application F : U — U x R*,x +— (z, f(z)) est continue (puisque ses deux composantes
le sont) donc sa corestriction aussi (qu’on notera encore F), surjective, de U dans F(U) =
{(z, f(z)) | z € U}. Elle est évidemment injective, et F~!: F(U) — U est continue, comme
restriction de la projection U x RT — U, (z,y) +— x. Donc F est un homéomorphisme.

4. Soit F': x> (z,1/|z]) la bijection entre U := R\ {0} et la partie suivante de R? :

F(U) = {(z,1/[z]) | # € R\{0}} = {(z,y) € R*| |aly = 1}.

Pour la distance euclidienne D (comme pour d, cf. question 1), R? est polonais et F(U)
est fermé (d’aprés sa seconde expression ci-dessus) donc polonais aussi (cf. question 2). Par
conséquent, U est polonais pour la distance ¢ transportée sur U (par la bijection F') de la
distance D sur F(U) (et la topologie induite par § sur U est la méme que ['usuelle, puisque
F est un homéomorphisme d’aprés la question 3).

8(u,v) = D(F(u), F(v)) = \/(u—v)*+ (1/]u] = 1/]v])2.

Exercice 2

1. 11 s’agit (cf. cours), en définissant 7 (X) comme I’ensemble des réunions d’éléments de B, de
vérifier les deux conditions suivantes : X € T(X) et pour tous U,V € B, UNV € T(X).
On a bien X € T(X) et méme X = [, X; € B. Soient U = [[,.yUi et V =[],y Vi € B,
alors U NV = [[,en(Us N'V;) appartient a 7(X) et méme a B, car U; N'V; = X; sauf lorsque
Ui € X; ouV; C X;, donc sauf pour un ensemble d’indices qui est fini (comme réunion de
deux ensembles finis).

2. L’application (x;);en +— (2;)ier est continue car chacune de ses composantes, p; : X —
X, (x;)ien — x; (pour tout j € I) lest. En effet, pour tout ouvert U; de X, I'image ré-
ciproque pj’l(Uj) appartient a 7(X) et méme a B (c’est le produit de U; par les U; := X; pour
i 7).

3. Soient © = (z;)ien,y = (%i)ien € X, distincts. Alors x; # x; pour au moins un indice j.
Comme X est séparé, il posséde deux ouverts disjoints Uj, V; tels que z; € U; et y; € V. En
posant U = [[,.yU; avec U; = X; pour tout i # j, et en définissant V' de méme a partir de
Vi, on sépare x et y par deux ouverts de X (et méme deux éléments de B) disjoints.

4. Si I'un des X; est vide alors X aussi donc X est séparable. Supposons désormais que chaque
X, est non vide. Comme il est supposé séparable, il contient alors une partie dense au plus
dénombrable et non vide, donc de la forme A; := {a;,, | n € N}. Notons e; 'un de ses
¢éléments, par exemple e; := a;, et A le sous-ensemble de [[, . A; constitué des z = (z;)ien
(avec x; € A;) pour lesquels x; = e; sauf pour un ensemble fini d’indices i.
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— A est au plus dénombrable car 'ensemble S = U,.cyN" des suites finies d’entiers naturels est
dénombrable et I’'on peut définir une surjection S — A, en associant a tout (ng,...,n,_1) €
S Pélément = défini par x; = a;,, sit <retxz;, =e; sii>r.

— A est dense dans X car il rencontre tout ouvert non vide, puisqu’il rencontre ceux de B. En
effet, pour un tel ouvert U = [[, Ui, il existe r € N tel que Vi > r U; = X; et Vi < r U;
est un ouvert non vide de X; donc contient un x; € A;, et I’élément de X constitué de ces
x; pour i < r et des e; pour ¢ > r appartient alors & U N A.

Donc X est séparable. (Pour une généralisation a un produit d’espaces séparables indexé par

R au lieu de N, cf. partiel novembre 2015.)

Exercice 3

Si F' = @, on peut par exemple choisir f constante. Supposons désormais F' # &.
Pour tout z € E, I'ensemble { f(y)+kd(x,y) | y € F'} est alors non vide et minoré par f(z)—kd(z, z)
pour n’importe quel z € F. Notons h(z) sa borne inférieure.
Si x € F alors h(z) < f(z) + kd(z,z) et (d’aprés la minoration ci-dessus, en choisissant z = x)
h(z) > f(z) — kd(z,x), donc h(z) = f(z).
Pour tous z,2’ € E et tout y € F, f(y) + kd(x,y) < f(y) + kd(2',y) + kd(z,2") donc h(z) <
h(z") 4+ kd(z,x") et de méme en intervertissant x et x’, donc h est k-lipschitzienne.

[\]

Tt =

Exercice 4

Si N < N', @y n+ est continue d’aprés la question 2 de 'exercice 2. Si N = N, elle 'est aussi,
par le méme raisonnement.

. pn(x) = f(||lz|))x ou f: RT — R est 'application qui envoie ¢ sur 1 si ¢ < N et sur N/t si

t > N. Pour t = N, les deux définitions sont compatibles, donc f est continue donc py aussi.

Pour tous entiers N’ > N > 1, les deux applications de X dans B(0, N) (séparé) y — yy et
y — pn(ynv) sont continues donc 'ensemble Yy ns des points ol elles coincident est un fermé
de X. Donc Y = n1gNgN' Y nv est fermé.

Soit u = x/||z||. Tant que N < ||z||, py(z) = Nu puis, pour tout N > ||z||, pn(z) = z.

L’application ¢ : R? — X,z — (pn(x))nen est continue car ses composantes py le sont (ou
plus en détail : pour tout ouvert élémentaire U = [[y_, Un X [[ys, B(0,N) de X, ¢ *(U) =
Ny<r py (Uy) est un ouvert de R2, comme intersection finie d’ouverts; donc par réunion,
I'image réciproque d’un ouvert quelconque de X est encore un ouvert de R?).

Elle est & valeurs dans Y d’aprés la question 4 et sa corestriction, de R? dans Y, encore notée
¢, est donc continue.

Elle est injective car si ¢(x) = ¢(y) alors, pour un entier N assez grand (supérieur & ||z|| et a

lyl)), = = pn(z) = pn(y) = v.
L’injection, du cercle unité S' (compact) dans X (séparé¢), qui & u associe (Nu)yen, est
continue car ses composantes le sont. C’est donc un homémorphisme de S! sur son image

Y\ ¢(R?).

11.5 Examen de rattrapage de juin 2015

Enoncé (13 h 30 — 16 h 30, sans document)

Dans tout I’énoncé, ¢ désigne I'espace de Hilbert des suites réelles de carré sommable, muni de
la distance associée a la norme || |2, déduite du produit scalaire ( , ) :

Vo = (zi)ken € 0 zlla= [> ad.
keN
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Pour tout n € N, on note §™ D'élément de 2 défini par : 6% = 1 et tous les autres 5,&,”) sont nuls.
Exercice. Topologie faible

On appelle topologie faible sur ¢ la topologie engendrée par toutes les images réciproques d’ouverts
de R par les formes linéaires continues sur 2.

1. Montrer que les intersections finies de parties de la forme U, , := {z € ¢* | {y,z) > A} (avec
y € (? et A € R) forment une base de cette topologie.

2. Montrer que cette topologie est séparée, mais moins fine que celle associée a || [|o.

@

On dit qu'une suite (z(™), d’¢léments de ¢% converge faiblement si elle converge pour la
topologie faible. Montrer que 2™ — x faiblement si et seulement siVy € /2 (y, (™) — (y, z).

4. En déduire que si (™ — z faiblement alors Vk € N :1:,(:) — T

5. Montrer que la réciproque est vraie si la suite (x(”))n est bornée.
6. En déduire que 5 — 0 faiblement.
7.

Montrer que si 2™ — x faiblement et si ||#™]| — ||z|| alors ||2™ — x|y — 0.
Fin d’exercice hors baréme :

8. Soit A = {\/n 8™ | n € N*}. Montrer que toute suite & valeurs dans A qui converge faiblement
(dans £?) est constante a partir d’un certain rang.

9. Montrer d’autre part que 0 est adhérent a A pour la topologie faible.
10. En déduire que la topologie faible sur ¢? n’est pas métrisable.

Exercice. Cube de Hilbert
On considére ensemble de suites réelles

K = {(xk)k ERN|\V/1€€N OSCL’]CSQ_k}

1. Convergence d’une suite
(a) Montrer que K est inclus dans ¢* et borné (pour la distance déduite de || ||2)-
(b) Montrer que K est complet (pour cette distance).
¢) Soient (z(™),, une suite d’éléments de K et z = (x)r € RY. Montrer que si Vk € N W
(c) ( q k
y, alors ||z — x|y — 0.
2. Compacité séquentielle

(a) Soit (™), une suite d’éléments de K. Montrer qu’elle posséde des sous-suites (x(¥»(™)),

telles que la premiére, (z(#0(™)),  soit (2(™),, elle-méme, et que pour tout p € N, (x(¥r+1())

soit une sous-suite de (2(¥»()), dont la p-iéme composante converge dans R : x(%“(”)) —
.

(b) On pose (k) = @x(k). Vérifier que ¢ est strictement croissante et que la sous-suite
(x(#(M)), cn a toutes ses composantes convergentes :

VkeN z¥™ g

(¢) En déduire (en utilisant 1.c) que K est compact.
(d) En déduire que tout sous-espace de K est séparable.

3. Universalité de K
Soit F un espace métrisable séparable, muni d’une distance d < 1 et d’une partie dense
{ar | k € N}. On définit
fE—=K, =z~ (2%, ).

(a) Montrer que f est injective.
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(b) Montrer que f est continue.

(c) En déduire que tout espace métrisable compact est homéomorphe & un fermé de K.
Fin d’exercice hors baréme :

(d) Montrer que si f(z,) — f(z) dans K (avec z,,z € E) alors z,, — x dans E.

(e) En déduire que tout espace métrisable séparable est homéomorphe & un sous-espace de
K.

Corrigé

Exercice. Topologie faible
Notation : pour tout y € ¢?, notons f, la forme linéaire (> — R,z — (y,x) (continue, de norme

1yll2)-

1. Uy = fy_l(])\, +00[). Réciproquement, chaque f~1(O), ou O est un ouvert de R et f une
forme linéaire continue, est une réunion d’intersections finies de tels U, . En effet, f = f,
pour un certain y € ¢* (d’aprés le théoréme de représentation de Riesz) et O est une réunion
d’intervalles ouverts |\, ui;[, et f~1(O) est alors la réunion des f, ' (J A, pui[) = Uyx, NU—y i,
(car(y,z) < p; < (—y,z) > —p;).

2. Soient u,v deux éléments distincts de (2, et soit y = v — u. Alors f,(v) — f,(v) = |ly||3 > 0
donc en choisissant un p €| f,(u), f,(v)], on obtient deux ouverts (pour la topologie faible),
f7 1 (= oo, u) et f, (i, +00[), contenant 'un u et Pautre v. Cela prouve que cette topologie

est séparée.

Les f~1(O), qui engendrent la topologie faible, sont, tous des ouverts pour la topologie usuelle

de (%, comme images réciproques d’ouverts par des applications continues pour la topologie

usuelle sur ¢2. Cela prouve que la topologie faible sur ¢ est moins fine que 'usuelle.

3. (™ — gz faiblement ssi pour tout y € 2, tout ouvert de R qui contient (y,x) contient les
(y,z™) & partir d’un certain rang, c’est-a-dire ssi Vy € €2 (y,z™) = (y, z).

4. En particulier si #™ — x faiblement alors Yk € N (§(*) x(”)> — (0 ) c’est-a-dire xl(:) — T

5. Supposons que ¥n € N, [z, < M et que Yk € N :ck, — 13, et fixons un y € £2. D’aprés
I'inégalité triangulaire et celle de Cauchy-Schwarz, pour tout N € N,

<Y el —an)|+2M [y
k>N

k<N
Pour tout £ > 0, le second terme de cette somme est < e pour N assez grand puis, en
fixant un tel N, le premier terme est aussi < e pour tout n assez grand. Cela prouve que
Yy e ? (y,z™) = (y,), cest-a-dire (d’aprés la question 3) que 2™ — z faiblement.

6. La suite (6(),, est bornée (car Vn € N, [|6( |2 = 37, (0")2 = 1) et pour tout entier k, 67" = 0

pour tout n > k donc (51(;1) — 0 quand n — oo. On déduit donc de la question précédente que
50 — 0 faiblement.

7. Si (™ — 7 faiblement et si ||z ||, — ||2||; alors

o™ — ll3 = 2|3 + [l2]3 = 26z, 2™) — 2l|z[3 - 2|z]3 = 0
Fin d’exercice hors baréme :

8. Soit (z™),, une suite d’éléments de A (2™ = \/m,6™) avec m,, € N*), convergeant faible-
ment dans ¢2. Si cette suite n’est pas stationnaire alors (comme la topologie faible est séparée)
elle prend une infinité de valeurs donc on peut (quitte a la remplacer une sous-suite bien choi-
sie) supposer que les m,, sont distincts et que la série de leurs inverses converge. En posant
alors y, = \/LE si k est égal a m,, pour un certain n pair et y, = 0 pour toutes les autres valeurs

(y, =) —

de k, on obtient un y € 2 tel que la suite des (y,2™) = y,, \/m,, vaut alternativement 0 et
1 donc diverge, ce qui contredit la convergence faible de (2(™),,.
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9. Tout voisinage de 0 pour la topologie faible contient un ouvert de la forme
U={zel|VYi=1,...,m|(y?D, z)| <e}.

Montrons que U rencontre A. Comme ZkEngigm(yl(:))z = Y icicm 5|2 < oo, il existe au

moins un k € N* tel que Z1gi§m(3/1(:))2 < €%/k. Pour un tel k on a, pour chaque i de 1 a m :

y| < e/v/k done VE 6® € U.

10. Pour la topologie faible, d’aprés les deux questions précédentes, 0 est adhérent & A mais n’est
pas limite d’une suite d’éléments de A, donc il n’a pas de base dénombrable de voisinages, ce
qui prouve que cette topologie n’est pas métrisable.

Exercice. Cube de Hilbert
1. Convergence d’une suite
(a) Vo € K, > on i <D pen2 % =4/3 donc z € 2 et |22 < 2/V/3.

(b) K est complet, comme fermé dans le complet ¢? (il est bien fermé, comme intersection
des fyu ([0,274)).

(c) Supposons que ¥n € N,z € K et que Vk € N :c;n) — 1z, (donc x € K, par passage a la
limite dans les inégalités). Alors, pour tout entier N,

o™ — 23 < Y@ — w4+ )27

k<N k>N

Pour tout € > 0, le second terme de cette somme est < € pour N assez grand puis, en
fixant un tel N, le premier terme est aussi < ¢ pour tout n assez grand. Cela prouve que
|2 — z||, — 0.

2. Compacité séquentielle

(a) Soit (z(™), une suite d’éléments de K. On construit par récurrence des sous-suites
(z(?r(M)), en posant (z(?0(™)), = (x(™), et en choisissant, pour tout p € N, (z(#r+1(M)),
une sous-suite de (x(“”p(”)))n dont la p-iéme composante converge (il en existe puisque
cette p-iéme composante est a valeurs dans un compact, [0,277]).

(b) wry1(k + 1) > pri1(k) > pr(k) (puisque @41 est une sous-suite de ¢x) donc ¢ est
strictement croissante.
Pour tout k£ € N, la suite des ¢(n) pour n > k est une sous-suite de @1 donc (par

construction de cette derniere) ") — 2.

c est donc un espace métrique dans lequel toute suite (z'")),, a au moins une sous-suite

K est d strique dans lequel toute suite (2™ i it
(z(#(M)),, qui converge composante par composante donc (d’aprés 1.c) qui converge pour
la distance. D’aprés le théoréme de Bolzano-Weierstrass, il est donc compact.

(d) K est par conséquent (comme tout précompact) & base dénombrable (d’ouverts), donc
tout sous-espace L C K aussi, donc L est séparable.

3. Universalité de K
(a) Soient z,y € FE tels que f(z) = f(y), cest-a-dire tels que Vk € N, d(ay,z) = d(ax,y),
montrons que y = x. Il existe une suite de la forme (ay, ), convergant vers z. Alors,
d(ag,,y) = d(ax,,r) — 0 donc y = limay, = =.

() [1f(y) — F@))3 = X272 (dly, ax) — d(x, ax))” < 327 %d(z,y)* = {d(x,y)* donc f est
\%—lipschitzienne et, a fortiori, continue.
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(c) Sur tout espace métrique compact E, la distance d est bornée donc (en la divisant par un
majorant, ce qui ne modifie pas la topologie — ou en procédant comme dans la question e
ci-dessous), on peut supposer d < 1. Ce qui précéde fournit alors une bijection continue
de E dans f(E) C K C (2. Puisque F est compact et que % est séparé, cette bijection
est un homéomorphisme et le compact f(F) est fermé dans K.

Hors baréme :

(d) Supposons que f(x,) — f(z). Soit € > 0 puis k tel que d(ag,x) < € puis N tel que
Vn > N, ||f(zn) = f(2)ll3 < 272
Alors, pour tout n > N, |d(x,,a) — d(z,ax)| < & donc
d(zp, ) < d(zn,ar) + d(ag, x) < e+ 2d(ag, ) < 3¢,

ce qui prouve que x,, — .

(e) Soit (E,d) un espace métrique séparable. Quitte & remplacer d par 1%17 ce qui ne modifie
pas la topologie (ni méme la structure uniforme), on peut supposer d < 1. Les questions a
et b fournissent alors une bijection continue de F dans f(E) C K. D’apreés la question d, la
réciproque de cette bijection est séquentiellement continue, donc continue (puisque f(FE)

est métrique donc a bases dénombrables de voisinages). C’est donc un homéomorphisme.

11.6 Examen de janvier 2015

Enoncé (Durée 3 heures. Aucun document n’est autorisé.)

Exercice 1
Soit (X,d) un espace métrique. Une e-chaine de longueur n joignant x € X a y € X est une
suite finie de points z1,--- ,x, dans X telle que 21 = x, x, = y et d(zg, xx11) < € pour tout k. Les

points x et y sont les extrémités de la chaine. On dit qu’une partie A de X est bien enchainée si
pour tout x € A, tout y € A et tout € > 0, il existe une e-chaine contenue dans A et d’extrémités x
et y.

1) Pour tout x € X et tout € > 0 on note X, . 'ensemble des points y de X tels que x et y
soient les extrémités d’une e-chaine. Montrer que X, . est fermé dans X. Montrer qu’un espace
métrique connexe est bien enchainé.

2) Montrer qu’un espace métrique compact et bien enchainé est connexe. Donner un exemple
d’espace métrique bien enchainé et non connexe.

3) Montrer que toute e-chaine d’extrémités distinctes contient une e-chaine de mémes extrémités
et telle que les x; soient deux a deux distincts.

4) Montrer que si X est compact et A est une partie bien enchainée de X alors pour tout € > 0 il
existe un entier naturel N tel que pour tout x,y € A il existe une e-chaine dans A de longueur
au plus N et joignant x a y.

5) Soit K, une suite décroissante de parties compactes, connexes et non-vides de X et K leur
intersection. Montrer que K est un compact non vide et bien enchainé.

6) On suppose que X est compact. On note Comp*(X) 'ensemble des parties fermées (c’est a
dire compactes) et non-vides de X. Pour tout C' € Comp*(X) et tout » > 0 on note C, le
r-voisinage de C' :

Cr={zeX :d(z,C) <r}.

Pour A, B € Comp*(X) on pose
H(A,B):=inf{r: AC B, et BC A,}.

Montrer que H est une distance sur Comp*(X) puis que 1’ensemble des parties connexes,
fermeées et non-vides de X est un fermé de (Comp*(X), H).
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Exercice 2
Soit (H,|| ||) un espace de Hilbert. On dit qu’une suite (z,), dans H converge faiblement vers

x € H si et seulement si lim, (z,|a) = (z]a) pour tout a € H.

1) Montrer que si lim,, ||z, || = 0 alors z,, converge faiblement vers 0.

2) Montrer qu'’il y a unicité de la limite faible. Montrer que si (x,), converge faiblement vers x
alors tel est aussi le cas pour toute sous-suite de (x,),-

3) On suppose que lim, ||z,|| = co. Pour tout entier k& on définit F} par

Fp:={re H:Vne N, |(z,|z)] <k}

i) Montrer que les Fj, sont fermés.
ii) Montrer que si v € F, et € > 0 alors v + eﬁ ¢ F}, pour n assez grand et en déduire que
les Fj, sont d’intérieur vide.

4) Montrer que toute suite faiblement convergente est bornée. On utilisera le fait que, dans un es-
pace métrique complet, toute réunion dénombrable de fermés d’intérieurs vides est d’intérieur
vide.

Corrigé
Exercice 1

Pour tout z adhérent a X, ., il existe y € X, . tel que d(y, z) < €. En ajoutant z au bout d’une
e-chaine de x & y, on obtient une e-chaine de x & z, donc z € X, .. Cela prouve que X, . est
fermé.

Il est aussi non vide (il contient x) et ouvert (Vy € X, . B(y,e) C X, ) donc il est égal & X si
X est connexe. On a donc, si X connexe : Vx € X, Ve > 0, tout point de X est joint a = par
une e-chaine, autrement dit X est bien enchainé.

Soit X compact non connexe, donc réunion de deux fermés non vides disjoints F' > x et G > v.
Alors (puisque F' est compact et disjoint du fermé G) d(F,G) > 0. Pour ¢ < d(F, ), aucune
e-chaine ne joint x a y, donc X est mal enchainé.

Q est bien enchainé et non connexe.

Soit (z1,...,x,) une e-chaine telle que x,, # x;. On en extrait une sous e-chaine (zy,,...,z,,)
de x1 & x,, de points tous distincts, par récurrence, en posant, par exemple en “marche avant”
(on pourrait faire de méme en “marche arriére”) : k; := le plus grand indice tel que zy, = x;
puis, pour chaque 7 > 1 tel que k; < n : k;; := le plus grand indice > k; tel que xy,,, = 7y, 41
(la suite des k; est strictement croissante donc s’arréte avec, pour un certain indice m, k,, = n).

Soit, dans X compact (ou méme seulement précompact), une partie A ne vérifiant pas cette
propriété. Il existe donc € > 0 tel que, pour tout n € N, il existe z,,y, € A joints par aucune
e-chaine de longueur < n. Quitte a les remplacer par des sous-suites bien choisies, on peut
supposer que ces deux suites sont de Cauchy. Il existe alors N tel que Vn > N, d(z,,xy) < € et
d(Yn,yn) < € donc une e-chaine de xy a yy serait nécessairement de longueur > n — 2, et cela
pour n arbitrairement grand. Il n’en existe donc pas, ce qui prouve que A est mal enchainé.

D’aprés le théoréme des compacts emboités, K est un compact non vide. Montrons qu’il est bien
enchainé. Soient ¢ > 0 et U I'ouvert des points & distance < ¢ de K. Alors [,y Kn = K C U
donc l'intersection décroissante des compacts K, \ U est vide, donc ils sont vides a partir d’un
certain rang N, c’est-a-dire que Vo € Ky d(z, K) < e. Soient x,y € K. Dans Ky (connexe donc
bien enchainé d’aprés la question 1), ils sont joints par une e-chaine z = xq,...,2, = y, et il
existe yy,...,y, € K tels que d(z;,y;) < e, donc tels que d(y;, yi+1) < 3e. En ajoutant yy = z et
Ynst1 = Y, on obtient une 3e-chaine dans K de x a y.

H est symétrique par définition. B
Pour tous A, B € Comp*(X), H(A,B) = 0 si et seulement si A C N,~0B, = B = B et (de
méme) B C A, donc si et seulement si A = B.
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Pour tous A, B,C' € Comp*(X) et tous r > H(A,B) et s > H(B,C),ona A C B, et B C Cj
donc A C (Cs), C Cyyp et (de méme) C' C Agy, donc

Vr> H(A,B) Vs> H(B,C) r+s>H(A,OQ),

c'est-a-dire : H(A,B)+ H(B,C) > H(A,C).

Montrons que si (K(n)), est une suite qui converge dans (Comp*(X), H) et si les K(n) sont
connexes, alors la limite K est connexe. D’apreés la question 2, il suffit de montrer que K est
bien enchainé, sachant (d’aprés la question 1) que les K(n) le sont. Soient ¢ > 0 et z,y € K.
Il existe N tel que H(K(N),K) < e. Puisque K C K(N)., il existe 2/,y € K(N) tels que
d(z,2'),d(y,y") < e. Soit ' = z1,...,x, =y une e-chaine dans K(N). Puisque K(N) C K., il
existe yi, ..., y, tels que d(z;,y;) < e. On conclut comme dans la question précédente.

Exercice 2

|(znla)] < [lznl[l|all

Si 7, tend faiblement & la fois vers x et vers y alors Va € H (z]|a) = (y|a) donc x—y € H* = {0}.
Si (Yn)n est une sous-suite de (x,,), alors pour tout a € H, ((yn|a)), est une sous-suite de ((z,|a)),
donc si z,, tend faiblement vers x alors ¥, aussi.

i) Soit Dy le disque complexe fermé de centre 0 et de rayon k. Pour tout n € N, application
R-linéaire = +— (z,|z) est continue (||p.|| = ||x,||) donc p;'(Dy) est un fermé de H, donc
F. = Nyen Py (Dy) aussi.

ii) On a v+ er & Fi st et seulement si

Il
T
Dn (U—i—a - )
[

c’est-a-dire si |(x,|v) + ¢||x,||| > k. Puisque |(z,|v)| < k, ceci a lieu dés que el|z,|| > 2k
donc (comme ||z,| — 4+00) dés que n est assez grand.

Par conséquent, pour tout £ € N et tout v € Fj, si petit que soit € > 0, la boule fermée de
centre v et de rayon ¢ n’est pas incluse dans Fj, donc v n’est pas intérieur a Fj. Cela prouve
que les Fj sont d’intérieur vide.

>k

Soit (y,), une suite faiblement convergente et (x,), une sous-suite. Pour tout = € H, la suite
des scalaires (x,|z) est convergente donc bornée, c¢’est-a-dire que x € F), pour k assez grand. La
réunion des fermés Fj est donc égale & H, complet et d’intérieur non vide donc (théoréme de
Baire) I'un des Fj, est d’intérieur non vide, ce qui prouve (question 3.ii) que ||z,|| ne tend pas
vers +o00o. La suite (|y,||)n, n’admettant aucune sous-suite de limite infinie, est donc bornée.

11.7 Partiel de novembre 2014

Enoncé (8h-11h sans document)

Exercice. Questions de cours

1. Rappeler la définition de la continuité uniforme.
2. Rappeler la définition d’une suite de Cauchy.

3. Démontrer que 'image d’une suite de Cauchy par une application uniformément continue est
de Cauchy.
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Exercice. Dénombrabilité Soit A un ensemble a deux éléments. Montrer que I’ensemble des suites
finies d’éléments de A est dénombrable.
Exercice. Théoréme de Kuratowski sur ’adhérence et le complémentaire

Pour toute partie S d’un espace topologique X, notons kS 'adhérence de S, ¢S le complémentaire
de S et ¢S l'intérieur de S. On utilisera des notations allégées, sans signes o ni parenthéses, pour
les diverses composées de k, ¢ et ¢, appliquées a S.

Montrer que kiS C kikS C kS.

En déduire : VI' C X kikiT = EiT.

En déduire : (ke)* = (kc)?.

En déduire que parmi toutes les applications de P (X)) dans P(X) obtenues & partir de k et ¢ par

composition (qui, d’aprés l'exercice précédent, pourraient former un ensemble dénombrable)
en fait au plus 15 (que Pon explicitera) sont distinctes.

- o=

5. Pour X = R muni de sa topologie usuelle, montrer que ces 15 composées sont effectivement
distinctes (considérer la partie |0, 1{U]1, 2[U{3} U (QN]4, 5[)).

6. Existe-t-il des espaces X pour lesquels seules deux de ces composées sont distinctes ?

7. Existe-t-il des espaces X pour lesquels toutes ces composées sont égales ?

Exercice. Version locale de la caractérisation de la continuité par les adhérences
Soient X et Y deux espaces topologiques, f : X — Y une application, et a un point de X.

On suppose que pour toute partie A de X a laquelle a est adhérent, on a f(a) € f(A). Le but
de 'exercice est d’en déduire que f est continue au point a. On considére pour cela un voisinage
arbitraire V de f(a) et 'on pose A= X\ f~1(V).

1. Montrer que f(a) & f(A).
2. En déduire que a appartient a l'intérieur de f~1(V).
3. Conclure.

Exercice. Topologie de la convergence simple
Soient X un ensemble non dénombrable, Y un espace séparé contenant au moins deux points
Yo 7 y1 et E =YX I'ensemble des applications de X dans Y. Pour tout point z de X et tout ouvert
U de Y, on pose
Owv = {f € B| f(z) € U}

puis on note B I’ensemble de toutes les intersections finies de telles parties :
B = {ﬂieIOthi | I fini }

1. Montrer qu’il existe sur E une unique topologie 7 pour laquelle B est une base d’ouverts.
2. Montrer que f, — f dans (E,7T) si et seulement si Vx € X  f,(z) — f(x) dans Y.
On veut montrer que (F,7T) n’est pas & bases dénombrables de voisinages. Pour cela, on

considére 'ensemble S des f € E qui valent yy “presque partout”, au sens : sur une partie
cofinie de X.

3. Montrer que S est dense dans FE.

4. Soit f € E la fonction constante x — y;. Montrer que f ne peut pas étre limite d’une suite
d’éléments de S.

5. Conclure.
Exercice. Fonction de Thomae
Soit T': R — R définie par
0 six ¢ Q,
T(x)=<1 siz =0,

1/q siz=p/q, fraction irréductible non nulle.
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1. Montrer que T est limite uniforme d’une suite de fonctions 7), dont chacune, sur tout segment
la, b], est nulle sauf en un nombre fini de points.
2. En déduire que pour tout réel ¢, lim T'(x) = 0.
T#c
3. Quel est 'ensemble des points ou 1" est continue ?

Exercice. Distance d’un point a une partie
Montrer que dans un espace métrique, on a toujours : d(x, A) = d(z, A) (pour tout point z et
toute partie A).
Exercice. Complétude
Dans un espace métrique, montrer que l'intersection d’une famille quelconque (finie ou pas) de
parties complétes est compléte.
Corrigé 4+ baréme sur 26

Exercice. Questions de cours (2 pts)

1. (0,5 pt) Une application f d’un espace métrique (F,dg) dans un espace métrique (F,dp) est
dite uniformément continue si

ve>0,3n>0,ve,y € B, dp(z,y) <n=de(f(z), fy) <e
2. (0,5 pt) Une suite (u,,) dans un espace métrique (E,dg) est dite de Cauchy si
Vn >0, 3N €N, Vp,q > N, dg(uy,u,) <.

3. (1 pt) Soient f et (u,) comme ci-dessus et € > 0 arbitraire. Avec les notations ci-dessus, soient
n > 0 associé a € dans la continuité uniforme de f, puis N € N associé a ce 1 dans la propriété
de Cauchy pour (u,). Alors, pour tous p,q > N, on a dr(f(uy), f(u,)) < e. On a donc prouvé

que
Ve >0, IN €N, Vp,g > N, dr(f(u,), f(ug)) <e,

c’est-a-dire que (f(uy,)) est de Cauchy.
Exercice. Dénombrabilité (1 pt)
L’ensemble des suites finies d’éléments de A est la réunion disjointe, indexée par n € N, des A", qui
sont finis et non vides (de cardinal 2"). Il est donc dénombrable.
Exercice. Théoréme “14” de Kuratowski (6,5 pts)
1. (0,5 pt) S C kS donc iS C ikS donc kiS C kikS, et ikS C kS donc kikS C kkS = kS.
2. (0,5 pt) Pour S =T, on en déduit : kiiT C kikiT C kiT, ¢’est-a-dire kikiT = kiT.
3. (0,5 pt) Puisque (kc)? = k(ckc) = ki, on en déduit : (kc)* = (kc)?.
4. (2 pts) Corollaire : c(kc)c = c(kc)?c, cest-a-dire (ck)* = (ck)?.
Pour obtenir, par composition a partir de k et ¢, toutes les applications possibles, il suffit de
considérer les suites finies de lettres k et ¢ dans lesquelles il n’y a jamais deux k£ consécutifs
ni deux ¢ consécutifs (car k o k se simplifie en k et c o ¢ se simplifie en id).
On peut de plus exclure de méme les suites finies contenant une sous-suite kc...kcou ck...ck
de longueur 8 (qui se simplifient, d’aprés la question précédente et son corollaire). Il reste donc
au maximum 15 composées : id et 14 composées de longueurs 1 a 7 alternant k et ¢ (2 par

longueur, I'une commengant par k et I'autre par c).
On peut de plus éliminer kckckck = c(ck)* = c¢(ck)? = kck. Tl en reste 14.

5. (2 pts) En rectifiant I’énoncé, montrons que ces 14 composées, appliquées a

A =10, 1[U]1, 2]U{3} U (Qn]4, 5]),
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donnent des résultats différents. Calculons d’abord ceux qui “ressemblent” a A c’est-a-dire oul
¢ apparait un nombre pair de fois (y compris A = id(A), o ¢ apparait 0 fois). Ces 7 parties
sont différentes car

kA =10,2] U {3} U[4,5] donc ckckA =ik A =]0,2[U]4, 5] donc kckckA = [0,2] U [4, 5]
et
ckcA =1iA =)0, 1[U]1, 2[ donc kckcA = [0,2] donc ckckckeA = i(kckcA) =0, 2].

Leurs 7 complémentaires (cA, ckA, kckA, ckckckA, kcA, ckckcA, kckekeA) sont done aussi
distincts entre eux, et différents des 7 précédents car non bornés. Les 14 composées sont donc
distinctes.

6. (0,5 pt) Pour X discret, k = id donc les seules composées sont id et c.

7. (0,5 pt) Pour X = @, il n’y a qu’une application du singleton P(X) = {@} dans lui-méme.

Exercice. Continuité par les adhérences : version locale (3,5 pts)

1.

2.

(2 pts) f(A) = f(X)N (Y \V) est disjoint de V. L’existence d’un voisinage V' de f(a) qui ne
rencontre pas f(A) signifie que f(a) n’est pas un point adhérent a f(A).
(1 pts) Par contraposition de ’hypothése, on en déduit que

a€ X\ A=int(X\ A) = int(f~(V)).

3. (0,5 pt) On a montré que pour tout voisinage V de f(a), f~'(V) est un voisinage de a,

c’est-a-dire que f est continue au point a.

Exercice. Topologie de la convergence simple (6 pts)

1.

(0,5 pt) E est réunion d’éléments de B et méme, appartient & B, puisque £ = O,y (pour
n’'importe quel x € X). L’intersection de deux éléments de B est réunion d’éléments de B et
méme, appartient & B, par définition de B. Il existe donc une unique topologie sur E dont B
est base d’ouverts.

. (2 pts) Les éléments de B contenant f forment une base de voisinages de f. On a donc

fn — f si et seulement si pour toute famille finie (zy,...,2,) de points de X et tous
ouverts Uy > f(x1),...,U, 2 f(zn) de Y, il existe N tel que pour tout n > N, on ait
Vie{l,....,m} fu(x;) €U

Ceci implique en particulier (cas m = 1) que pour tout = € X et tout ouvert U > f(x), U
contient les f,,(z) a partir d’un certain rang, c’est-a-dire que Vo € X  f,(z) — f(x), autre-
ment dit : (f,,) converge simplement vers f.

Réciproquement, si (f,,) converge simplement vers f alors, pour toute famille finie (zq, ..., x,,)
de points de X et tous ouverts Uy 3 f(x1),...,Un D f(z,) de Y, il existe pour chaque i un
rang N; a partir duquel f,(x;) € U; donc a partir du rang N := max(Ny, ..., N,,) on a bien
Vie{l,....,m} fu(x;) € U.

(1 pt) Soit f € E. Pour tout O =N, 0,, v, € B contenant f, la fonction qui coincide avec f
aux points x; et qui vant yo partout ailleurs appartient a O N .S, qui est donc non vide. Ceci
prouve que S est dense dans F.

(2 pts) Soit g une limite d’une suite (f,,) d’éléments de S, montrons que g # f. Pour chaque
n € N, l'ensemble A, des points ou f, ne vaut pas yp est au plus dénombrable donc la
réunion A de ces A, aussi, donc le complémentaire de A est non vide (car X est supposé non
dénombrable). Pour tout = dans ce complémentaire, f,(x) = yo pour tout n et (d’aprés la
question 2) f,(x) — g(x) donc (comme Y est supposé séparé) g(x) = yo donc g(x) # y; =
().

(0,5 pt) Puisque cet élément f appartient & 'adhérence de S mais n’est pas limite d’une suite
d’¢léments de S, il n’a pas de base au plus dénombrable de voisinages.
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Exercice. Fonction de Thomae (3,5 pts)

1. (1 pt) Pour tout entier n > 0, soit 7}, la fonction qui vaut 0 sur les fractions irréductibles
de dénominateurs > n et qui coincide avec T partout ailleurs. Sur tout segment [a, b], T,, est
donc nulle sauf en un nombre fini de points. Pour tout x, T'(z) — T,,(z) est soit nul, soit égal
a 1/q avec ¢ > n, donc sup,cp |T(x) — T, (z)| < 1/n donc T,, — T uniformément.

2. (2 pts) Soit ¢ € R et soit £ > 0 arbitraire. D’aprés la question précédente, il existe N tel que
Vn > N, sup,cg|Tn(z) —T(z)| <e. Pour ce N, soit V' I'ensemble des réels z tels que z = ¢
ou Ty(xz) = 0. C’est un voisinage de ¢ (car il contient ¢ et son complémentaire est une partie
de R finie donc fermée) et pour tout x € V \ {c} on a |T'(z)| = |T(z) — Tn(x)| < e. Ceci
prouve que lim T'(x) = 0.

TF#c
3. (0,5 pt) T est donc continue en c si et seulement si 7'(c) = 0, ¢’est-a-dire ¢ ¢ Q.

Exercice. Distance d’un point & une partie (1,5 pts)

Pour tout y € A, d(x, A) < d(x,y) +d(y, A) et d(y, A) = 0 donc d(x, A) < d(x,y). Par conséquent,
d(z,A) <inf zd(z,y) = d(z, A). Réciproquement, d(x, A) > d(x, A) car A C A.

Exercice. Complétude (2 pts)

Soit F' l'intersection d’une famille (non vide) (F;);e; de parties complétes (donc fermées) de E.
Fixons un élément j de /. F' étant un fermé de £ inclus dans Fj, c’est un fermé de F;. Comme F}
est complet, F' aussi.

11.8 Devoir surveillé de décembre 2014

Enoncé (3h30-16h30. Les documents autorisés sont les notes et polycopiés de cours et de TD
(aux examens, ils ne le seront pas). Le baréme est sur 27 points.

Vocabulaire. Dans un espace métrique, pour tout point = et toute partie non vide A, on dit
qu’'un point y est une meilleure approximation de x dans A s’il “réalise” la distance de z & A,
c’est-a-dire si

yeA et d(x,y)=d(x,A).

Notations.

— 0, (pour tout n € N) est la suite définie par : 0,(n) = 1 et les autres d,,(k) sont nuls.

— ¢o désigne Pe.v.n. des suites réelles de limite nulle, muni de la norme ||t||oc = sup,,cy |tn]-
Exercice. Distance a4 un fermé (5 pts)
Une partie non vide F' d’'un espace métrique E est dite proximinale dans E si tout point de F admet
(au moins) une meilleure approximation dans F.

1. (1 pt) Montrer qu'un tel F' est nécessairement fermé.

2. (2 pts) Dans R™ muni d’une norme (n’importe laquelle puisque toutes sont équivalentes),
montrer que tout fermé non vide F' est proximinal. (Indication : pour x € R" et 0 = d(z, F),
considérer 'ensemble F'N B(z,d + 1).)

3. Dans ¢y, montrer que ensemble F' := {4, | n € N} est :
(a) (1 pt) fermé;
(b) (1 pt) non proximinal.

Exercice. Distance a un hyperplan fermé (7 pts)
Soit h une forme linéaire sur un espace vectoriel normé E. On suppose que h est continue de norme
1, c’est-a-dire qu’elle vérifie les deux conditions suivantes :

Vee B |h(z)| <z

85



et il existe dans F une suite (u,),en de vecteurs telle que

VneN Ju,| =1 et lim |h(u,)| = 1.

n—0o0

On note H le noyau de h et x un vecteur arbitraire de F.
1. (0,5 pt) Montrer que Yy € H ||z —y|| > |h(z)| puis, que d(x, H) > |h(z)].

2. (2 pts) Montrer que la suite (uy,)nen ci-dessus vérifie :
Vn e N |h(z)| > |h(u,)|d(x, H).

(Suggestion : lorsque h(u,) # 0 donc E = Ru,, & H, décomposer x.)

3. (0,5 pt) En déduire que d(x, H) = |h(z)].

4. (1 pt) On suppose dans cette question que la norme de h (égale a 1) n’est “pas atteinte”,
c’est-a-dire qu’il n’existe pas de vecteur v de norme 1 tel que |h(v)| = 1. Montrer que le fermé
H est alors “trés non proximinal” dans F, c¢’est-a-dire que pour tout x € E'\ H, = n’a pas de
meilleure approximation dans H.

5. (3 pts) Sur ¢, soit h la forme linéaire définie par
Vo = (Zp)nen € o h(z) = Zmn/2”“.
n=0

Montrer que h est continue de norme 1 (cf. introduction de l’exercice) mais que cette norme
n’est “pas atteinte” (cf. définition de la question précédente).

Exercice. Connexité : ordinaire et par arcs, locale et globale (6 pts)
Rappel : pour toute propriété topologique “truc”, un espace est dit localement truc lorsque chacun
de ses points admet une base de voisinages dont tous sont trucs.

1. (1 pt) Montrer que tout ouvert d’un espace localement truc est, lui aussi, localement truc.

2. (2 pts) La propriété truc étant ici soit la connexité, soit la connexité par arcs, montrer (sans
distinguer les deux cas) que dans un espace localement truc, les composantes trucs sont a la
fois ouvertes et fermées.

3. (1 pt) En déduire que tout espace connexe et localement connexe par arcs est connexe par
arcs.

4. Soient K = {1/n |n e N*} U {0}, X =]0,4+00[xK, D = {0} x Ret Y = X UD. Expliquer
trés briévement pourquoi :

(a) (0,5 pt) Y est connexe par arcs;
(b) (1 pt) X n’est pas localement connexe (cf. question 2);
(c) (0,5 pt) Y non plus (cf. question 1).

Exercice. Enveloppe convexe-fermée (9 pts)

Dans un e.v.n. E, soient A une partie non vide et co(A) I'ensemble des combinaisons linéaires, a
coefficients positifs ou nuls de somme 1, de familles finies d’éléments de A (c’est le plus petit convexe
contenant A).

—F
1. (1 pt) Montrer que son adhérence co(A) ~ dans E est le plus petit convexe fermé de E contenant

A.
(2 pts) Montrer que si A est fini alors co(A) est compact.

w N

. (2,5 pts) En déduire que si A est précompact alors co(A) est précompact.
-

—F
1 pt) En déduire que si E est complet et A précompact alors co(A)  est compact.

N
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d.

On considére le sous-espace E de ¢y constitué des suites nulles a partir d’un certain rang et
la partie A de E définie par A = {0} U {0,/n | n € N*}.

(a) (0,5 pt) Montrer que A est compact.

(b) (

(c) (0,5 pt) Montrer que la suite (y,,) converge dans ¢ vers un y ¢ E.
) (

(d) (1 pt) En déduire que co(A)E n’est pas compact.

0,5 pt) On pose yp, = > 1<y 2. Montrer que Vn € N y,, € co(A).

Corrigé

Exercice. Distance a un fermé (5 pts)

1.

3.

(1 pt) Soit F proximinal. Pour tout x € F, soit y une meilleure approximation de x dans F.
Alors, d(z,y) = d(x, F) = 0 donc # = y € F. Ceci prouve que ' C F, c’est-a-dire que F est
fermé.

(2 pts) Soient x € R", ' C R™ un fermé non vide, § = d(z, F) et K = FFN B(x,§ + 1). Alors,
K est non vide (par définition de §), et compact (car fermé borné dans R™). L’application K —
R, z — d(z, z) étant continue sur ce compact, il existe (au moins) une meilleure approximation

y de x dans K. Par définition de K, un tel y est aussi une meilleure approximation de x dans
F.

(a) (1 pt) La distance entre deux éléments distincts quelconques de F' vaut 1 donc toute
suite a valeurs dans F' qui converge vers un = € ¢y est constante a partir d’un certain
rang, si bien que x € F. Ceci prouve que F est fermé.

(b) (1 pt) Soit x Péléement (—27%)en de cp.

vn € N d(z,6,) =sup(6,(k) +27%) =1+27"
keN

donc d(x, F') = 1 et cette distance n’est réalisée par aucun élément de F.

Exercice. Distance a un hyperplan fermé (7 pts)

1.

(0,5 pt) Vy € H |h(x)| = |h(x—y)| < ||lx—y]|. Tous les ||z —y|| (pour y € H) étant > |h(x)],
leur borne inférieure d(x, H) aussi.

(2 pts) Si h(u,) = 0, 'inégalité est immédiate. Si h(u,) # 0, u,, n’appartient pas a ’hyperplan
H donc E = Ru,, & H. 1l existe alors A\, € R et y, € H tels que z = \,u,, + 4, donc d’une
part h(z) = A,h(u,) et d’autre part, d(z, H) < d(z,yn) = ||[Aun| = [Aalllun]| = |An]. On a
donc bien |h(uy,)|d(x, H) < |h(uy)||[An] = |h(x)].

(0,5 pt) Puisque lim, o |h(u,)| = 1, on déduit de la question 3 que d(z, H) < |h(z)| donc
(d’apreés la question 2) d(z, H) = |h(z)|.

(1 pt) Raisonnons par contraposition. S’il existe un x € E \ H possédant une meilleure
approximation y dans H alors, en posant v = (z — y)/||[z — y||, on a |jv]] = 1 et |h(v)| =
|h(z)|/||x — y|| = |h(x)|/d(x, H) = 1 (d’aprés la question précédente).

(3 pts) h est continue de norme 1 car d’une part
Ve eco |h(z)] <Y Jzal27 <lafloe Y270 =l
n=0 n=0

et d’autre part, pour u, = ZZ;S 0k, on a bien :

n—1

lunlloo =1 et h(u,) = 27¢F =197 1,
k=0
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Soit v € ¢y de norme 1. Il existe N € N tel que Vn > N |u,| < 1/2 et alors,

N-—1

|h(v)\ Z —(n+1) + 22 (n+1) _27(N+1)<1.

n=0

Exercice. Connexité : ordinaire et par arcs, locale et globale (6 pts)

1. (1 pt) Soient X localement truc, U un ouvert de X et « € U. Il existe une base de voisinages
trucs de x dans X. Parmi les éléments de cette base, ceux inclus dans U forment alors une
base de voisinages (trucs) de x dans U.

2. (2 pts) Soient X localement truc, C' 'une de ses composantes trucs et x € C. Alors z admet
un voisinage V' truc (et méme une base de tels voisinages). Puisque C est le plus grand
truc contenant x, il contient V', donc c¢’est un voisinage de x. Ainsi, C' est voisinage de tous
ses points, c’est-a-dire ouvert. Son complémentaire est ouvert (comme réunion des autres
composantes trucs), si bien que C' est aussi fermé.

3. (1 pt) Soient X # & connexe et localement connexe par arcs et C' I'une de ses composantes
connexe par arcs. Alors C' est non vide et (d’aprés la question précédente) ouvert et fermé
donc (puisque X est connexe) C' = X.

4. (0,5 + 1+ 0,5 = 2 pts)

(a) Tout point de X est joint & un point de la droite D par un segment dans Y.
(b) Dans X, ]0, +00[x{0} est une composante connexe non ouverte.
(¢) X est ouvert dans Y.

Exercice. Enveloppe convexe-fermée (9 pts)

1. (1 pt) co(A)E est fermé et convexe (comme adhérence d’un convexe) et contient co(A) done

A. C’est le plus petit car pour tout convexe fermé C' contenant A, C' est fermé et contient
- F
co(A) donc co(A) .

2. (2pts) Si A={ay,...,a,} alors co(A) est compact, comme image, par 'application (¢, ..., t,) —
> tia; (a valeurs dans E, séparé) de [0,1]" N {(¢1,...,t,) | t1 + ... +t, = 1} (compact car
fermé borné de R™).

3. (2,5 pts) Soient A précompact et ¢ > 0. Il existe une partie finie F' de A telle que A C
F+ B(0,¢) donc co(A) C co(F')+ B(0,¢). D’aprés la question précédente, il existe une partie
finie G de co(F) telle que co(F') C G + B(0,¢). Finalement, co(A) C G + B(0, 2¢).

4. (1 pt) Si A est précompact alors co(A)E Iest donc aussi. Il est de plus fermé dans F, donc
complet si E D'est. Il est alors compact.

5. (0,51 05 10,5+ 1 =25 pts)

(a) Dans un espace séparé, ’ensemble des termes d’une suite convergente et de sa limite
forme un compact.

(b) yn est le barycentre des n+1 éléments 6, /1,...,0,/n,0 € A affectés des n+ 1 coefficients
1/2Y,...,1/27 1/2.

() y:=(0, 151 753 555 ---) €\ E et [y =yl = W — 0.

——F
(d) D’aprés b) et ¢), la suite (y,,) est a valeurs dans co(A) mais n’a aucune valeur d’adhérence

dans cet espace, qui n’est donc pas compact.
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11.9 Devoir surveillé d’octobre 2014

Enoncé (13h30-16h30)
Les document autorisés sont les notes de cours et le polycopié (aux examens ils ne le seront pas).
Exercice. Les topologies les plus simples

1. Sur un ensemble quelconque, quelles sont la topologie la plus fine et la moins fine?
2. Quels sont les ensembles sur lesquels il n’existe qu’une topologie ?

Exercice. Deux topologies sur NU {+oc0}
Sur X = NU {400}, soient 7,4 la topologie de I'ordre usuel et T.,s la topologie cofinie (celle
dont les ouverts sont & et les parties de complémentaire fini).

1. Pour chaque point z de X (entier ou +00), donner une base de voisinages de = pour T4
2. Méme question pour T..¢.
3. Montrer que 'une de ces deux topologies est strictement plus fine que 'autre.

Exercice. Démonstration de Furstenberg de l’'infinitude de ’ensemble des nombres pre-
miers
On considére 'ensemble suivant de parties de Z :

B:={lklm|meZ, kel}
ou [k],, désigne I’ensemble des entiers congrus a k modulo m :
[kl =k+mZ={k+mj|jeZ}.

1. (Hors baréme) Montrer que l'intersection de deux éléments de B est toujours soit vide, soit
un élément de B.

2. En déduire qu’il existe sur Z une unique topologie pour laquelle B est une base d’ouverts.
Dans la suite, Z est supposé muni de cette topologie.

3. Montrer que tout ouvert non vide de Z est infini.

4. En déduire que ensemble A :=Z \ {1, —1} n’est pas fermé.

5. Montrer que tout élément de B est fermé.

6. (Hors baréme) Soit P l'ensemble des nombres premiers. Montrer que A = Uyep[0],.

7. Déduire de ce qui précéde que P est infini.
Exercice. Composition de limites

Soient X, Y et Z trois espaces topologiques, A une partie de X, f : A — Y une application
ayant une limite gy en un certain point zy de X adhérent & A et g : Y — Z une application continue
au point yo. Montrer que g o f a pour limite ¢g(yo) au point xy. Exercice.

Continuité d’une application a valeurs dans un produit

Soient X et Y deux espaces topologiques, X X Y l’espace produit et

px X XY = X, (x,y)—z, py: X XY =Y (z,y) =y

les deux projections canoniques. Montrer que :

1. px et py sont continues;

2. pour tout espace topologique Z, une application f: Z — X X Y est continue si et seulement
si px o f et py o f le sont;

3. dans le cas particulier ot Y est un singleton, px est un homéomorphisme.
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Exercice. Adhérence, intérieur et frontiére d’un produit
Soient X,Y deux espaces topologiques, A une partie de X, B une partie de Y, et C' la partie
A x B de I'espace produit X x Y. Montrer que

1. C=Ax B,
2. 5 = /Ol X EB,
3. Fr(C) = (Fr(A) x B)U (A x Fr(B)).

Exercice. Topologie définie par les voisinages
Soient un ensemble F et une application

V:E—= P(PE)).

1. Vérifier que si E est muni d’une topologie pour laquelle V est 'application qui & chaque point
a de E associe I’ensemble des voisinages de a, alors V posséde les cinq propriétés suivantes
(pour tout a € F)

(a) VW eV() [VCWCE = WeV(a)],

(b) VW, W €V(a) VNW € V(a),

(¢) E € V(a),

(d) YW eV(a) acV,

(e) VW e V(a) IW eV(a) VyeW Ve V(y).

La suite de l'exercice consiste & démontrer la réciproque. On suppose donc que V est une

application vérifiant ces cinq propriétés, et I'on note 7 l'ensemble des parties O de E qui
vérifient : Ve € O O € V(z). Montrer que :

2. T est une topologie sur F;
3. pour tout a € E et tout voisinage V' de a pour 7, V € V(a);

4. pour toute partie V de E, ’ensemble
O:={reFE|VeV()}

appartient a T ;
5. pour tout a € E et tout V' € V(a), V est un voisinage de a pour 7.

Corrigé

Exercice. Les topologies les plus simples (1 pt)
1. (0,5 pt) La topologie la plus fine sur E est la topologie discréte P(E); la moins fine est la
topologie grossiére {&, E'}.
2. (0,5 pt) Il n’existe qu’une topologie sur E si et seulement si les seules parties de E sont & et
E, c’est-a-dire si F/ est un singleton ou I’ensemble vide.

Exercice. Deux topologies sur N U {+oco} (3 pts)

1. (1 pt) Pour tout n € N, le singleton {n} est un ouvert de 7,4 et méme un intervalle ouvert
(car {n} =n—1,n+1[sin >0, et {0} = {y € X |y < 1}). C’est donc le plus petit voisinage
de n et a ce titre, il constitue, a lui tout seul, une base de voisinages de n. Quant aux voisinages
de +o00, ce sont les parties de X contenant un intervalle de la forme [, := {y € X | y > n}
pour un certain entier n, donc ces [, constituent une base de voisinages de +oc.

2. (1 pt) Pour 7., une partie V de X est un voisinage de x si et seulement si elle contient
une partie cofinie contenant z, ce qui équivaut simplement a : V' contient x et est, elle-méme,
cofinie, ou encore : V contient x et tous les entiers a partir d'un certain rang. Une base de
voisinage de x est donc, par exemple, constituée des J, U {x}, avec J, := {y € N |y > n}
(remarquons que J, U {+oo} = I,, donc +00 a mémes voisinages pour les deux topologies).
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3.

(1 pt) Pour tout z € X, tout voisinage de = pour 7.,r est un voisinage de x pour 7,4, mais
la réciproque n’est vraie que pour x = +o00. Donc 7,4 est strictement plus fine que 7;oy.

Exercice. Démonstration de Furstenberg de l’'infinitude de 1’ensemble des nombres pre-
miers (4 pts + 2 pts h. b.)

1.

(Hors baréme) (1 pt) Si [k],, N [K]w # D, soit k" € [k]n O [K ). Alors, [kl O [K ] =
(k"] m O [K"]y = Pensemble des entiers n tels que n — k” soit divisible & la fois par m et par
m/, donc [k, N [k = [K"|ppem(mm)-

. (1 pt) I existe sur Z une unique topologie pour laquelle B est une base d’ouverts, puisque B

vérifie les deux conditions suffisantes : Z est une union d’éléments de B (on a méme Z = [0];)
et lintersection de deux éléments de B est une union d’éléments de B (c¢’est méme une union
de 0 ou 1 élément de B, selon qu’elle est vide ou pas).

(0,5 pt) Tout ouvert non vide de Z est infini car il contient au moins une classe de congruence
[k, infinie.

(0,5 pt) A:=7Z\ {1,—1} n’est pas fermé car son complémentaire n’est pas ouvert, puisqu’il
est non vide et fini.

(1 pt) Pour tout m € Z*, les |m| classes de congruence modulo m sont des ouverts. Chacune
est donc aussi fermée puisque son complémentaire est I'union des |m| — 1 autres.

(Hors baréme) (1 pt) 1 et —1 ne sont divisibles par aucun nombre premier. Réciproquement,
tout entier n # +1 est divisible par au moins un nombre premier : par exemple le plus petit
diviseur de n strictement supérieur a 1.

(1 pt) P est infini, sinon, d’aprés ce qui précéde, A serait une réunion finie de fermés donc
un fermé, or A n’est pas fermé.

Exercice. Composition de limites (1,5 pts)

Soit, U un voisinage de g(1o). Par continuité de g en yo, Pensemble V := ¢g=1(U) est un voisinage
de yo. Comme f admet yo pour limite en x, il existe donc un voisinage W de zq tel que f(WNA) C
V. Puisqu’alors (g o f)(W N A) C g(V) C U, ceci prouve que pour tout voisinage U de g(yo), il
existe un voisinage W de ¢ tel que (go f)(W N A) C U, c’est-a-dire que g o f admet g(yo) pour
limite en xg.
Exercice. Continuité d’une application a valeurs dans un produit (2,5 pts)

1.

(0,5 pt) Pour tout ouvert U de X, p~'(U) = U x Y est un ouvert (élémentaire) de X x Y
donc px est continue. De méme, py est continue.

(1 pt) Si f est continue alors py o f et py o f aussi (d’aprés la question précédente et 'exercice
ci-dessus). Réciproquement, supposons que px o f et py o f sont continues. Alors, pour tous
ouverts U de X et V de Y, f7{(U x V) = (px o f)"HU) N (py o f)"1(V) est ouvert dans Z
(comme intersection finie d’ouverts). Comme ces U x V' forment une base d’ouverts de X x Y/,
ceci suffit & prouver que f est continue.

. (1 pt) SiY est un singleton (muni de son unique topologie, cf. exercice 1) alors Papplication px

est bijective, elle est continue d’aprés la question 1, et sa bijection réciproque p;{1 X - X XY
est continue d’aprés la question 2, puisque 'application identité px o p;(l et Papplication
constante py o p)}l sont continues. C’est donc un homéomorphisme.

Exercice. Adhérence, intérieur et frontiére d’un produit (3 pts)

1.

(1 pt) C est inclus dans A x B car (par continuité de py, cf. exercice précédent) px(C) C
px(C) C Aetde méme, py(C) C B. Réciproquement, il contient Ax B car pour (a,b) € Ax B,
tout voisinage de (a, b) contient un ouvert élémentaire U x V' contenant (a, b), et un tel ouvert
rencontre C' (car U, voisinage de a € A, rencontre A, et de méme, V rencontre B).
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2. (1 pt) C est 'union des ouverts élémentaires non vides U x V inclus dans C. Un tel U x V'
est inclus dans A x B (car U est un ouvert inclus dans A donc dans A et de méme, V' C B).

L’ensemble A x B est donc le plus gros ouvert élémentaire inclus dans C', si bien que C' lui
est égal.

3. (1 pt) D’aprés les deux questions précédentes,
Fr(C) = (Ax B) \ <;l>< fa) — (AxB)n [((X\?x) xy) U (X x (Y\l%’))}
_ [(zxﬁ) N ((X\?l) xyﬂ U [(Exﬁ) n <X x (Y\é))}

_ ((Z\Zx) x E) U (Z x (E\é)) — (Fr(A) x B) U (4 x Fr(B)) .

Exercice. Topologie définie par les voisinages (5 pts)

1. (1 pt) Pour toute topologie sur E (et tout a € E), on a bien :

(a) tout sur-ensemble W d’un voisinage V de a est un voisinage de a (car V' contient un
ouvert O contenant a donc W contient ce méme O);

(b) Pintersection de deux voisinages V et W de a est un voisinage de a (car V' contient un
ouvert O contenant a et W contient un ouvert O’ contenant a, donc V N W contient
O N O, qui contient a et est ouvert comme intersection de deux ouverts) ;

(¢) E est un voisinage de a (car ¢’est un ouvert contenant a) ;
(d) tout voisinage de a contient a (puisqu’il contient un ouvert contenant a);

(e) soit V' un voisinage de a : il contient un ouvert W contenant a. L’ouvert W est un
voisinage de a. Il est méme voisinage de tous ses points donc le sur-ensemble V' est
voisinage de ces mémes points.

2. (1 pt) @ € T car Vo € @ P(x)] est vrai pour n’'importe quelle proposition P(x), en
particulier pour la proposition @ € V(x). E € T d’aprés iii. Si O,0' € T alors ONO" € T
d’aprés ii. Si O; € T pour tout ¢ € [ alors U;c;O; € T d’aprés i. Donc T est une topologie
sur F.

3. (1 pt) Soit V un voisinage de a pour 7. Il existe O € T tel que a € O (c’est-a-dire O € V(a))
et O C V. Donc V € V(a) d’aprés i.

4. (1 pt) Par définition de T et O, il s’agit de vérifier que pour tout z tel que V € V(x), on a
O € V(z). Utilisons v : pour un tel z, il existe W € V(z) tel que W C O. Par i, on en déduit
0 € V(z).

5. (1 pt) L’ouvert O de la question précédente est inclus dans V' d’aprés iv. Pour tout a tel que
V € V(a), on a de plus a € O, donc V est un voisinage de a.

11.10 Examen de rattrapage de juin 2014

Enoncé (13h-16h)

Exercice. Montrer (par des contre-exemples) que
1. la frontiére d’une partie connexe n’est pas forcément connexe,
2. A connexe % A connexe,
3. A, B connexes % A N B connexe,
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4. A, B connexes % A U B connexe.
Exercice.
1. Dans R2, trouver un exemple trés simple de deux parties A, B homéomorphes, telles que A°
(le complémentaire de A) soit connexe et B® non connexe.
2. Méme question dans R.

Exercice. Soient E et F' deux espaces métriques. Dans l’espace (métrisable) des applications de E
dans F', muni de la topologie de la convergence uniforme, montrer que le sous-espace des applications
uniformément continues est fermé.

Exercice. Soient E, F' deux espaces topologiques et f une application de F dans F.

1. Un théoréme du cours assure que si f est continue alors son graphe est fermé (dans £ x F),
moyennant une certaine hypothése : laquelle ?

2. Démontrer que la réciproque est vraie si [’ est compact.
3. Montrer (par un contre-exemple) que la réciproque est fausse si £ = F' = R.

Exercice. Soit C([0,1]) Pespace des applications continues de [0, 1] dans R, muni de la norme de la
convergence uniforme.

1. Définir une application simple 7" : C([0, 1]) — C(|0, 1]) telle que les solutions f : [0,1] — R de
fO)=1 et f(z)=f(x—a?

soient exactement les points fixes de T'.
2. Vérifier que T est affine, c’est-a-dire que I'application S : f — T(f) — T(0) est linéaire.
3. Montrer que T o T est une contraction. Qu’en déduit-on ?

Exercice. Soient E, F' deux espaces vectoriels normés et A : £ — F une application linéaire. On
suppose qu’il existe € > 0 tel que

Vee B |A(@)]| = el

1. Montrer que A est injective.

2. On note im(A) son image. Montrer que I'application im(A) — E, A(z) — « (évidemment
linéaire) est continue.

3. En déduire que si A est continue et si E est complet, alors im(A) est fermé dans F.

Exercice. Soient H un espace hilbertien réel, L : H — R une forme linéaire continueet a : HxH — R
une forme bilinéaire continue.

1. Montrer qu’il existe f € H et A: H — H linéaire continue tels que
Ve,ye H L(y) = (f,y) et a(z,y) = (A(z),y).
2. On suppose désormais qu’il existe € > 0 tel que
Ve € H a(z,r) > clz|*

Déduire de I'exercice précédent que A est injective et d’image fermée.
3. Montrer que (im(A))+ = {0}.
4. En déduire qu’il existe un unique x € H tel que Yy € H L(y) = a(z,y).

Corrigé

Exercice. (4 pts)

93



1. Dans R, [0, 1] est connexe mais sa frontiére {0,1} ne 'est pas, et
2. [—1,0[U]0, 1] n’est pas connexe mais son adhérence [—1, 1] Pest.

3. Dans R?, les deux demi-cercles 2° +y?> = 1,y > 0 et 22 + 3> = 1,y < 0 sont connexes mais
leur intersection, la paire {(1,0),(—1,0)}, ne I'est pas.

4. Dans R, {0} et {1} sont connexes mais pas leur réunion.
Exercice. (4 pts)

1. Dans R%, A = une demi-droite ouverte et B = une droite sont homéomorphes, mais A¢ est
connexe tandis que B¢ ne ’est pas.

2. Idem dans R pour A = [0, +oo] et B = [0, 1].

Exercice. (2 pts) Dans un espace métrisable, une partie est fermée dés qu’elle est stable par limites de
suites. Il suffit donc de montrer que toute limite uniforme f d’une suite d’applications uniformément
continues f, : (E,d) — (F,d') est uniformément continue. Soit € > 0. Par convergence uniforme, il
existe N € N tel que pour tout entier n > N et tout z € E, d'(f.(2), f(z)) < €/3. Par continuité
uniforme de fy, il existe § > 0 (dépendant de N mais N est maintenant fixé) tel que, pour tous
x,y € E vérifiant d(z,y) < 6, on ait d'(fn(z), fv(y)) < €/3. On a alors, pour tous z,y € E vérifiant
d(z,y) <9 :

d'(f(x), f(y)) < d'(f(z), fn(2)) + d'(fn(2), fn(y)) + d (fn(y), f(y) < e

L’existence, pour tout € > 0, d’un tel d, prouve que f est uniformément continue.
Exercice. (14+3+1=5 pts)

1. Si F est séparé et si f: E — F' est continue alors son graphe est fermé.

2. Supposons que F' est compact et que le graphe G de f est fermé, et montrons qu’alors f est

continue en tout point x de F : soit V un ouvert de F' contenant f(x), il s’agit de trouver
dans E un ouvert U contenant x et tel que f(U) C V. Pour tout y € F n’appartenant pas
aV,onay# f(x), donc (z,y) n'appartient pas au fermé G, donc il existe dans E' x F' un
ouvert élémentaire U, x V,, disjoint de G et contenant ce couple. Le complémentaire de V" est
compact (car fermé dans F') et recouvert par les ouverts V, donc par un nombre fini d’entre
eux : Vi, ..., V,,. L’intersection finie U = U,, N...NU,, répond alors au probléme.
Sous I’hypothése supplémentaire que E est a bases dénombrables de voisinages (ce qui est
courant puisqu’il suffit que E soit métrisable), f est continue dés qu’elle est séquentiellement
continue, et 'on peut alors démontrer plus intuitivement cette continuité, en utilisant que
dans F' (compact), toute suite a au moins une valeur d’adhérence et si elle n’en a qu’une alors
elle converge : si z,, — x dans E alors pour toute valeur d’adhérence ¢ de (f(x,)), le couple
(x,£) est une valeur d’adhérence de la suite des (z,, f(x,)) donc (puisque cette suite est a
valeurs dans G qui est fermé) ce couple appartient a G ¢’est-a-dire que ¢ = f(z), ce qui prouve
bien que f(z,) — f(x).

3. L’application f: R — R définie par f(z) =0siz <0et f(x) =1/x si x > 0 est discontinue
en 0, bien que son graphe soit fermé.

Exercice. (140,5+2=3,5 pts)

1. Pour toute f € C(]0,1]) (non nécessairement dérivable), I'application T'(f) : [0, 1] — R définie
par

T(f)(x)=1 +/Ozf(t—t2) dt

répond au probléme.

2. 8 =T-T(0) est donnée par S(f = [y f(t—t*) dt donc linéaire, par linéarité de Dintégrale.
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3. L’application affine T o T" est une contraction car I'application linéaire associée S o S est de
norme < 1/6 < 1. En effet, pour toute f € C([0,1])

(SoS)(f /S t—1%) dt = // (s — s%) dsdt

donc en notant || || la norme sur C([0, 1}),

150 S)(F)Il < / / Ol dsdt = ] / (t - ) dt = | /6.

On en déduit que T — bien que non contractante car ||S|| = 1 — a un unique point fixe, c’est-
a~dire qu’il existe une unique application f : [0,1] — R telle que f(0) = 1 et pour tout z,
f'(@) = flz —a?).
Exercice. (0,5+1+2=3,5 pts)
1. L’application A est injective car linéaire et de noyau {0}.

2. L’application linéaire B : im(A) — FE, A(z) — x est continue (de norme < 1/e) car Yy €
im(A) | By)ll < [lyll/e, puisque Vo € B | B(A(z))|| = =[] < [|A()]|/e.

3. Si I'application linéaire A est aussi continue, im(A) est donc uniformément isomorphe & F
(c’est-a-dire non seulement homéomorphe, mais par une bijection qui, dans les deux sens, est
uniformément continue). Par conséquent, si de plus E est complet, im(A) est complet donc
fermé dans F'.

Exercice. (2+1+41+2=6 pts)

1. D’aprés le théoréme de représentation de F. Riesz, il existe un unique f € H tel que Vy €

H L(y) = (f,y). De méme, pour tout = € H, puisque l'application y — a(z,y) est une
forme linéaire continue (de norme < ||a|||z]|) il existe un unique A(z) € H tel que Vy €
H a(z,y) = (A(z),y).
L’application A ainsi définie est linéaire car d'une part Va,z € H A(x + z) = A(z) + A(2)
puisque Vy € H  (A(z + 2),y) = a(z + 2,y) = a(z,y) + a(z,y) = (A(z),y) + (A(2),y) =
(A(z) + A(z),y) et d’autre part (par un raisonnement analogue) Vo € H,VA € R A(\x) =
MA(z). Elle est continue car Vo € H || A(z)|]? = (A(z), A(z)) = a(z, A(x)) < |la]l||=|/]|A(z)]|
done [[A(@)] < lalz]]

2. Pour tout =z € H, e||z|* < a(z,x) = (A(z),z) < ||A(2)||||lz|| donc e||z]] < ||A(z)||. Lexercice
précédent s’applique (H est complet) donc A est injective et d'image fermée.

3. Pour tout = € (im(A))*, 0 = (A(x),x) = a(z,x) > ¢[|z]|?> donc x = 0.

4. D’aprés les deux questions précédentes, A est bijective. Or un « € H vérifie Vy € H L(y) =
a(z,y) si et seulement si Vy € H (f,y) = (A(z),y), ce qui équivaut a f = A(z). Il en existe
donc un unique : x = A7L(f).

11.11 Examen de janvier 2014

Enoncé
Exercice 1
I. Soit (E,d) un espace métrique complet et ¢ : E — R* une fonction continue et non iden-
tiquement nulle. Soit a € E tel que p(a) > 0. On se propose d’établir la propriété P suivante : il
existe a’ € F tel que
i) d(a,d) < (a)

i) p(a) = ¢(a
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iii) p(z) < 2p(d’) pour tout x € B(d/, m)
1) Montrer que si P n’est pas vraie alors il existe a; € E tel que d(a,a;) < ﬁ et p(a) >
2¢(a) > 0.
2) On suppose qu’il existe k+ 1 points de E : ag, a1, - - , a tels que a = ao, d(a;,aj41) < m
et w(aj11) > 2¢(a;) pour 0 < j < k — 1. Vérifier que d(ag, ay) < @. En déduire que si P
n’est pas vraie alors il existe a1 € E tel que p(agy1) > 2p(ag) > 0 et d(agy1,ax) < m.
3) Montrer, en procédant par 'absurde, que la propriété P est vraie.
I1. Soit (f,), une suite de fonctions de classe C'' sur R. On suppose que lim,, | f/,(0)| = +oo.
1) Donner un exemple ou la suite (f,), n’est pas équicontinue en 0.
2) En appliquant la propriété P a la fonction p(z) := | f/ (x)| montrer qu’il existe des suites de
réels (z,), et (pn)n tels que p, > 0, lim,, z,, = lim,, p, = 0 et (f,,(z,, + pn)),, est équicontinue
en tout point de |z| < 1.
Rappel. La suite (f,), est dite équicontinue en xq si et seulement si :
Ve > 0,3n > 0 tel que | fn(x) — fu(zo)| < € pour tout n et tout = tel que |z — zo| < 7.
Exercice 2
Soit (E,d) un espace métrique compact et et f : £ — E une application continue telle que
d(f(x), f(y)) > d(x,y) pour tout x et tout y de E. Pour tout entier n > 1 on note f" I'itérée n-iéme
de f (c’est a dire f"™ = fo )
1) Montrer que f est injective et que son image est fermée dans E.
2) i. Montrer que, pour tout x € E, il existe une sous-suite (f™(x)), qui est convergente puis
en déduire l'existence d’une suite (fP*(z)), qui converge vers .
ii. Montrer que f est surjective.
iii. Montrer que f est une isométrie (c’est a dire que d(f(x), f(y)) = d(z,y) pour tout z et
tout y de E).
3) Soit g : E — FE telle que d(g(z), g(y)) < d(z,y) pour tout = et tout y de E. Montrer que si
g est bijective alors g est une isométrie.
Exercice 3
Soient (K, d) un espace métrique compact et (C(K), || [l«) 'espace des fonctions continues sur
K muni de la norme de la convergence uniforme |||l := sup,cx |¢(2)]- Soit A une forme linéaire
continue sur (C(K), | [l). Pour tout ¢ € C(K) on note (X, ¢) la valeur prise par A en . Soit
f(t, z) une fonction continue sur [0, 1] x K. Pour tout N € N on pose

L V2
1) Montrer que les fonctions t — (A, f(¢,-)) et z — fol f(t, z)dt sont respectivement continues
sur [0, 1] et K.
2) En admettant que la suite de fonctions Sy converge uniformément vers fol f(t,z)dt sur K,
montrer que (), fol f(t,)dt) = f01<)\,f(t, ) dt.
Corrigé
Exercice 1
I

1) Si P n’est pas vraie alors pour tout o’ € FE, i), ii) et iii) ne sont pas simultanément vrais,
en particulier pour @' = q, iii) est faux (puisque i) et ii) sont vrais), c’est-a-dire qu’il existe
x € Bla,1/¢(a)) tel que p(x) > 2p(a).

2) d(ag, ar) < 2575 d(aj, a01) < 5t 30000270 <
Si P n’est pas vraie alors pour tout ¢’ € E, i), ii) et iii) ne sont pas simultanément vrais, en
particulier pour a’ = ay, iii) est faux (puisque ii) est vrai d’aprés les hypothéses, et qu’on vient
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de montrer que i) 'est aussi), donc il existe z € E tel que d(z,ax) < 1/p(ax) ( < Wl(ag) d’apreés
les hypothéses) tel que p(z) > 2p(ay).

Si P n’est pas vraie alors, en posant ay = a et en appliquant la question 2, on construit par
récurrence une suite (a,), telle que d(ag, ax+1) < m (donc la suite est de Cauchy) et p(ay) >
2%¢(a) (donc p(ag) — +00). C’est impossible car E est complet et ¢ est continue.

II.

fu(z) := nx vérifie f/(0) = n — 400 et n’est pas équicontinue en 0 car par exemple pour € = 1,
il n’existe pas de n > 0 tel que pour tout entier n, Vx €] — n,n[ |nx| < 1 c’est-a-dire tel que
Vne N n<1/n.

La fonction ¢ := |f/] est continue de E := R (complet) dans R*, et non nulle en a := 0 pour
tout n supérieur a un certain N (puisque |f!(0)| — 400). On peut alors lui appliquer la partie
I, ce qui donne (pour tout n > N) : il existe un réel x,, tel que

) x| < |f, 7 (donc @, — 0),
i) [fl(xn)] > ]f{l( )| (donc f!(z,) 7& 0 et pn = i (x T 0) et
iii) Vy €]an — pn, 0+ pal [fr(y)] < 2

— pn’
La propriété iii) assure que chacune des fonctions x — f,(x, + p,z) (pour n > N) est 2-
lipschitzienne sur [—1, 1]. L’ensemble de ces fonctions est donc équicontinu (uniformément) sur
[—1,1].
Exercice 2

f est injective car f(z) = f(y) = d(z,y) = 0. D’autre part, son image est compacte car f est
continue de E (compact) dans E (séparé). Cette image est donc fermée dans E (séparé).

i. Dans E (compact), il existe une sous-suite convergente (f™(z)),. Soit py, := ny41 — ny, alors
d (fr@ z) < d(fr(z), fr*(z)) = 0 donc [P+ — .

ii. Ainsi, tout x € FE est limite d'une suite du fermé Im(f) donc z € Im(f). Donc f est
surjective.

iii. F x E est compact pour la distance §((z,y), (2',v")) := max(d(x,z),d(y,y’)). La fonction
F:ExXE — EXE, (x,y) = (f(x), f(y)) est continue et vérifie encore §(F(z,y), F(2',y")) >
d((z,y), («',y")). D'aprés i., pour tous z,y € F, il existe donc une extractrice commune
(P, telle que fPe@) — gz et fPe@) — . Or pour k # 0 (donc py > 0) d (fre@), fre)) >
d(f(z), f(y)). On en déduit que d(z,y) > d(f(x), f(y)). Cette inégalité prouve que f est non
seulement “dilatante” (par hypothése) mais isométrique.

g est continue (car 1-lipschitzienne) et bijective de E (compact) dans E (séparé), donc f :=
g~ ! est continue. f est de plus “dilatante” donc d’aprés ce qui précéde, f est isométrique. Par

conséquent, g aussi.
Exercice 3

La fonction F' : t — (X, f(t,-)) est continue sur [0, 1], comme composée de A par la fonction
t — f(t,-), qui est continue de [0, 1] dans (C(K),|| ||), ¢’est-a-dire que la continuité de (¢, z) —
f(t, x) est uniforme par rapport a x, par compacité de K (elle est méme uniforme par rapport a
(t,x), par compacité de [0, 1] x K).

De méme, la fonction x — fol f(t, x)dt est continue sur K, comme composée de I'intégration sur
0, 1] (forme linéaire continue sur (C([0,1]), ] ||o), de norme 1) par la fonction z — f(¢,x), qui
est continue de K dans (C([0,1]), ]| ||s) par compacité de [0,1].

Admettons que Sy — G dans (C(K), || ||«), avec G(z fo f(t, z)dt. Alors </\ SN) </\ G) Or

(par linéarité de A et propriété des sommes de Rlemann) ()\ SN> = N N ) — fo

fo (X, f(t,-))dt et (par définition de G) () (A fo ,dou I’ egahte Voulue
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11.12 Partiel de novembre 2013

4.

Enoncé (9h - 12h)

Cinq exercices (2 points par exercice)

Soient X un espace topologique et A une partie de X, munie de la topologie induite. Montrer
que si A est un ouvert de X, les ouverts de A sont exactement les ouverts de X inclus dans
A.

. Démontrer qu'une partie A d’un espace topologique est de frontiére vide si et seulement si A

est & la fois un ouvert et un fermé.

Soient X, Y deux espaces topologiques et f une application de X dans Y. Montrer que si
X = FUG avec F et GG fermés et si les restrictions de f & F' et G sont continues alors f est
continue.

Redémontrer le théoréme suivant (vu en cours dans un contexte plus général) : dans un espace

métrisable, toute valeur d’adhérence d’une suite est limite d’une sous-suite.

Soit (F,d) un espace métrique. Montrer que la distance d’ sur E définie par
d'(z,y) = min(2, d(z,y))

est uniformément équivalente & d. (On ne demande pas de démontrer que d' est bien une
distance.)

Probléme 1 (5 points)

Soit X un espace métrisable (rappel : un espace topologique X est dit métrisable s’il existe une
distance “compatible” avec sa topologie, c’est-a-dire telle que la topologie de X coincide avec la
topologie associée a cette distance).

1.

B

Montrer que si toute suite dans X admet une sous-suite convergente alors X est complet pour
toute distance compatible.

Le but de la suite est de prouver la réciproque, par contraposée. On se donne donc :

— une suite (z,), dans X sans sous-suite convergente et

— une distance d sur X compatible et majorée par 2 (cf. exercice 5),

et 'on cherche & construire une distance d’ sur X, topologiquement équivalente a d, et telle
que (X, d’) ne soit pas complet.

Soient s : X - R et d' : X x X — R définies par (pour tous z,y € X) :

S(z) = inf <1+d(x,xn))

neN* \ n

et
d'(z,y) = min(s(z), s(y))d(z,y) + [s(z) — s(y)|-
Montrer que s est 1-lipschitzienne.
En déduire que d' < 4d.
Montrer que s est a valeurs strictement positives.

En déduire que pour toute suite (y,), et tout y dans X,

si d (yn,y) — 0 alors d(y,,y) — 0.

6. Montrer que d’' est une distance sur X.

7. Déduire de questions 3 et 5 que d’ est topologiquement équivalente & d.
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8. Montrer que pour tout entier n > 0, s(z,) < 1/n.

9. En déduire que (x,), est de Cauchy pour d'.

10.

I A e

*®

Déduire des questions 9 et 7 que (X, d’) n’est pas complet.

Probléme 2 (5 points)

Montrer que ’ensemble B des intervalles réels de la forme [a, b] est une base de topologie sur
R.

Montrer que la topologie S dont B est une base est plus fine que la topologie usuelle sur R.
En déduire que S est séparée.

Montrer que S est séparable.

En déduire que S n’est pas la topologie discréte.

Montrer que S est a bases dénombrables de voisinages.

Dans R x R muni de la topologie produit de § par elle-méme, montrer que la droite D =
{(z,—x) | x € R} est un fermé.

Montrer que la topologie induite sur D est la topologie discréte.

9. En déduire que S n’est pas a base dénombrable d’ouverts.

10.

Déduire de ce qui préceéde (en précisant les numéros des questions utilisées) que S n’est pas
métrisable.

Corrigé
Cinq exercices

Soit A un ouvert de X. Tout ouvert de A est de la forme U = O N A avec O ouvert de X.
Un tel U est inclus dans A, et ouvert dans X (comme intersection de deux ouverts de X).
Réciproquement, soit U un ouvert de X inclus dans A, alors U est égal & U N A donc c’est un
ouvert de A.

On a tOllJOlll"S A C A C A, et A est ouverte si et seulement si A A, et fermée si et seulement
siA=A SiA=A=4 alors Fr(A) = A\ A=A \ A = @. Reéciproquement, si Fr(A) = &
alors A=A donc A= A= A.

Notons fr: F — Y et fo: G — Y les deux restrictions. Pour tout fermé H de Y, f~}(H) =
(fTYH)NF)U(fYH)NG) = fm' (H)U f5'(H). L’ensemble f'(H) est un fermé de F donc
il est de la forme F'N K avec K fermé dans X. Donc f'(H) est aussi fermé dans X (comme
intersection de fermeés). De méme, f;'(H) est un fermé de X. Ainsi, 'image réciproque par f
de tout fermé H de Y est un fermé de X (comme réunion de deux fermés) donc f est continue.

Soient X un espace métrisable et d une distance qui induit sa topologie. Dans X, si ¢ est une
valeur d’adhérence de x = (x,), alors pour tout k > 0, x,, € B(¢,1/k) pour une infinité de
valeurs de n. Ceci permet de construire par récurrence sur k une sous-suite (z,, ) de z telle
que pour tout k € N*, ng > n,_y (pour que (z,, ) soit bien une sous-suite) et x,, € B(¢,1/k)
(pour que cette sous-suite converge vers /).

On a d < d donc l'application identité de (E,d) dans (F,d') est uniformément continue
(car 1-lipschitzienne). Montrons que sa réciproque est aussi uniformément continue. Pour tout
e > 0, en posant 7 = min(2,¢) on a bien : 7 > 0 et pour tous z,y € F tels que d(z,y) < 7,
d(xz,y) <e (car d(z,y) <n < 2donc d'(z,y) =d(xz,y) <n <e).

Probléme 1 : théoréme de Niemytzki-Tychonoff
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Supposons que toute suite dans X admet une sous-suite convergente. En particulier, toute suite
de Cauchy x pour une distance compatible d admet une sous-suite y convergente. Comme x
est de Cauchy, elle converge donc (vers la méme limite que y). Ceci prouve que (X, d) est
complet.

. D’apreés I'inégalité triangulaire,

1 1
Vo€ N~ + dla, ) < - +d(y, 2,) + d(z,y)

donc (en prenant la borne inférieure des deux cotés) s(z) < s(y) + d(x,y). De méme, s(y) <
s(x)+d(y,x). Donc s(x) — s(y) et son opposé sont majorés par d(z,y) = d(y, z), donc |s(x) —
s()| < d(z,y).

3. Puisque d < 2, on a s < inf,,cn- (% + 2) = 2 donc d’aprés la question 2, d’ < 3d(< 4d).

4. Pour tout x € X, les + + d(x, x,,) sont strictement positifs. On en déduit que s(z) > 0, mais

aussi que s(x) # 0 car aucune sous-suite (nik + d(z, xnk)) ne converge vers (, sinon on aurait
k
d(x,x,,) — 0 c’est-a-dire z,,, — x, ce qui est exclu par hypothése.

Si min(s(yn), $(¥))d(Yn, y) + |s(yn) — s(y)| — 0 alors les deux termes de cette somme tendent
vers 0; le second donne s(y,) — s(y) donc min(s(y,), s(y)) — s(y) # 0 (d’aprés la question
4) et le premier donne alors d(y,,y) — 0.

On a évidemment d'(z,y) = d'(y,z) et d'(x,z) = 0.

Si d'(x,y) = 0 alors (d’aprés la question 5 appliquée a y,, = x) d(z,y) = 0 donc x = y.

Soient z,y,z € X. Notons a = s(z),b = s(y),c = s(z) et vérifions que

min(a, c)d(z, z) + |a — ¢| < min(a, b)d(x,y) + min(b, ¢)d(y, z) + |a — b| + |b — ¢|.

— Simin(a, c) < b, I'inégalité voulue résulte de |a—c| < |a—b|+|b—c| et de min(a, b, ¢)d(z, z) <
min(a, b, ¢)(d(z,y) + d(y, z)) < min(a, b)d(x,y) + min(b, c)d(y, z).

- Sib<c<a,onabien cd(x,z) + (a —¢) < bd(z,y) + bd(y, z) + (a — b) + (¢ — b) puisque
c(2—d(x,2)) > b2—d(x,2)) > b2 —d(x,y) — d(y, 2)).

- Sib <a<c, le calcul est analogue.

D’aprés la question 3, I'application identité est continue de (E,d) dans (E,d") (et méme

4-lipschitzienne). D’aprés la question 5, elle est aussi continue de (F,d') dans (F,d) (car

séquentiellement continue).

8. Pour tout entier £ > 0, s(x,) < 1/k + d(z,, xy), en particulier pour k = n.

9. Pour tous entiers m > n > 0, d (xm, ©,) < +d(Tm, 2,) + = < 2

10.

n —n’
Pour la distance d', la suite (x,,), est de Cauchy mais (par hypothése sur cette suite et puisque
d' est compatible) aucune de ses sous-suites n’a de limite, en particulier cette suite elle-méme
ne converge pas.

Probléme 2 : droite de Sorgenfrey

La famille B recouvre R (par exemple : R = U,ez[n,n + 1[) et est stable par intersections
finies, donc c’est une base de topologie.

. Les intervalles |a, b[ avec a < b forment une base de la topologie usuelle sur R et chacun d’entre

eux est un ouvert de S (car ]a, b= Uy<c<plc, b]).

. Si a, b sont deux réels distincts, il existe deux ouverts de R (au sens usuel donc aussi pour S)

disjoints, dont I'un contient a et I'autre b.

[’ensemble des rationnels est dénombrable et rencontre tout intervalle [a, b] avec a < b, donc
rencontre aussi tout ouvert non vide de S, si bien qu’il est dense dans (R, S).
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5. Pour la topologie discréte sur R, la seule partie dense est R, qui n’est pas dénombrable.

6. Tout réel a posséde une base dénombrable de voisinages pour S : par exemple les [a,a + 1/n]
avec n € N*,

7. Ladroite D = +71({0}) est fermée pour la topologie usuelle de R? donc aussi pour la topologie
(plus fine) produit de S par S.

8. Pour tout (a,b) € D, {(a,b)} = ([a,a+ 1[x[b,b+ 1[) N D donc dans D muni de la topologie
induite, tout singleton est ouvert.

9. Si (R,8) était a base dénombrable d’ouverts, (R, S)? le serait aussi donc son sous-espace D
aussi.

10. D’aprés les questions 4 et 9, S n’est pas métrisable.

Complément au corrigé (erreurs trop fréquentes)

— Exercice 3 : les ouverts de F' et GG ne sont pas des ouverts de X. Il faut passer par la carac-
térisation de la continuité par les images réciproques de fermés, et profiter du fait que, F et
G étant des fermés de X, leurs fermés, eux, sont bien des fermés de X (c’est 'analogue, pour
les fermés, d’une partie de 'exercice 1).

— Probléme 1, question 4 : I'inf d’une suite a valeurs > 0 peut trés bien étre nul.

— Probléme 1, question 5 : notons a,, = min(s(y,), s(y)) et b, = d(yn,y). Sachant que a,b, — 0, il
ne suffit pas de remarquer que a,, > 0 pour affirmer que b,, — 0. (Exemple : a,, = 1/n,b, = 1.)
I1 faut montrer qu’ici, a,, — s(y) (en utilisant que |s(y,) — s(y)| — 0), et utiliser ensuite que
s(y) # 0.

— Probléme 1, question 8 : dans la définition s(z) = inf,en- (% +d(z, xn)), n est une “variable
muette”, qu’on peut remplacer partout par n’importe quelle lettre, par exemple k. Il faut abso-
lument faire ce remplacement pour exprimer s(z,,), qui n’est pas égal 3 infen- (£ + d(2y, 2,)) =
inf,en- + = 0 mais & infrene (3 + d(zn, 21)).

— Probléme 2, question 1 : la topologie usuelle de R n’intervient pas ici. Un ensemble B de
parties de R est une base de topologie sur I'ensemble R si et seulement si ... (cf. cours).

— Probléme 2, question 2 : il ne s’agit pas de prouver une inclusion entre des intervalles de R
(donc des parties de R) mais entre deux ensembles de parties de R : I'ensemble S et 'ensemble
des ouverts usuels de R. Pour montrer que tout ouvert usuel de R appartient & S, il suffit de
le montrer pour les ouverts d’une base de la topologie usuelle. 1l suffit donc de montrer que
tout intervalle ouvert ]a, b[ appartient & S, c’est-a-dire que |a, b] est une réunion d’éléments de

B.

11.13 Devoir maison de décembre 2013

Enoncé
Tous les R-espaces vectoriels de dimension finie considérés sont munis de leur topologie usuelle
(définie & partir de n’importe quelle norme) et toutes leurs parties sont munies de la topologie
induite.
Pour un ensemble K fixé et stable par une application f, Fix(f) désignera I’ensemble des points
de K fixes par f.

Exercice 1 : point fixe commun dans un compact
Soient K un compact et G un ensemble d’applications continues de K dans K.

1. Montrer que pour tout f € G, Fix(f) est fermé.

2. En déduire que si pour toute partie finie F' de G, NyepFix(f) est non vide, alors NyeqFix(f)
est non vide.
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Exercice 2 : enveloppe convexe d’un compact en dimension finie

Dans un espace affine, on appelle enveloppe convexe d’une partie non vide A I’ensemble de
toutes les combinaisons convexes (c’est-a-dire de tous les barycentres a coefficients positifs ou nuls)
de familles finies de points de A (c’est le plus petit convexe contenant A). On admettra le théoréme
de Carathéodory : si 'espace est de dimension m, tout point de cette enveloppe est combinaison
convexe de m + 1 points de A. En déduire que dans un R-espace vectoriel de dimension finie,
I’enveloppe convexe de tout compact non vide est compacte.

Partie 1 : théoréme du point fixe de Markov-Kakutani
Les questions 5, 6 et 7 sont facultatives.

Soient K un compact convexe non vide d’'un espace vectoriel normé F et f : E — FE une
application affine continue qui laisse K stable.
On pose C':= (id — f)(K) et on choisit un point = € K.

1.

SR AN

Montrer que C' est convexe et en déduire que pour tout entier n > 0, le point
z, = 1307 0(id — f) (f*(x)) appartient & C.

Montrer que C' est compact.

Simplifier 'expression de z,, et en déduire que x,, — 0.

En déduire que le compact K; := Fix(f) est non vide.

Montrer que K est convexe.

Déduire de ce qui précéde (par récurrence) que pour toute suite finie (fi, ..., f,) d’applications
affines continues de F dans E qui commutent deux a deux et laissent K stable, les f; ont un
point fixe commun dans K.

En déduire (grace a 1’exercice 1) que pour tout ensemble G d’applications affines continues de
FE dans E qui commutent deux & deux et laissent K stable, les éléments de G' ont un point
fixe commun dans K.

Partie 2 : un théoréme de point fixe de Kakutani

Soient E un R-espace vectoriel de dimension finie, KX un compact convexe non vide de E et GG
un sous-groupe compact de GL(FE), dont chaque élément laisse K stable. On veut montrer qu’il
existe dans K un point fixe commun a tous les éléments de G.

On fixe une norme euclidienne || || sur £ et pour tout # € E, on pose N(z) := sup,¢ ||g(7)]|.

1.

Montrer que ce sup est toujours atteint : Vo € E,3g € G, N(z) = ||g(x)||.

2. Vérifier que N est une norme sur E.

Montrer que cette norme est G-invariante, c¢’est-a-dire que
Vo e E,Vg € G,N(g(z)) = N(z).

On dit que des vecteurs non nuls sont colinéaires et de méme sens s’ils sont multiples les uns
des autres par des réels positifs.

On dit qu’une norme v est strictement convexe si pour tous vecteurs non nuls x4, ..., z, tels
que v(>or ) = > v(xi), les ; sont colinéaires et de méme sens.
Sachant que la norme euclidienne || || est strictement convexe, montrer que N I'est aussi.

(Indication : pour z,. .., z, non nuls tels que N(> ", z;) = > N(z;), considérer un g € G
tel que N(O 0 ;) = ||g(>_i, xi)|| et montrer que les g(z;) sont colinéaires et de méme sens.)
Montrer que pour toute famille finie (gy,...,g,) d’éléments de G, NI, Fix(g;) # . (Indica-
tion : montrer que leur moyenne f := %22;1 g; laisse K stable donc — d’aprés la question 4
de la partie 1 — fixe un point y € K et déduire des deux questions précédentes que les g;(y)
sont égaux entre eux, donc tous égaux a f(y) = y.)
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6.

Conclure grace a 'exercice 1.

Partie 3 : sous-groupes compacts de GL,(R)

Soit H un sous-groupe compact de GL,(R). On veut montrer que H est, & conjugaison prés, un
sous-groupe du groupe compact O, (R), c’est-a-dire qu’il existe une matrice S, symétrique et définie
positive, telle que les éléments de H soient des isométries pour la norme euclidienne || ||g sur R”

associée (|| X||s := VX SX).

1.

Soit F := M, (R). On définit, pour tout A € H, f4 : E — F par :

VM € E, fa(M) :=*AM A, puis on pose G :={fa | A€ H}.

Montrer que G est un sous-groupe compact de GL(E).

Soient C':= {'BB | B € H} C E et K son enveloppe convexe. Déduire de I'exercice 2 que K
est compact.

3. Montrer que K est stable par tout élément de G.

4. Déduire alors de la partie 2 qu’il existe une matrice M € K telle que

VA€ HYAMA = M.
Conclure.
Corrigé, noté sur 30 pts (+ 3 hors baréme),

avec homothétie a la baisse si les copies sont “trop bonnes”

Exercice 1 : point fixe commun dans un compact (3 pts)

. (2 pts) Les deux applications f et idx sont continues et & valeurs dans K qui est séparé, donc

I'ensemble Fix(f) des points o elles coincident est fermé (prop. du poly).

(1 pt) Le compact K vérifie la propriété de Borel-Lebesgue, formulée en termes de fermeés

(prop. du poly).

Exercice 2 : enveloppe convexe d’un compact en dimension finie (4 pts)

Soit K un compact non vide de R™. D’aprés le théoréme de Carathéodory, son enveloppe convexe
est 'ensemble des Y " txx) quand @ = (z,...,%y) parcourt K™ et t = (to,...,t,) parcourt
I'ensemble A,, des (m + 1)-uplets de réels positifs ou nuls de somme 1. C’est donc I'image de
A, x K™ par (¢, x) — > 0L teay (qui est continue et & valeurs dans R™, séparé). Elle est donc
compacte car A, x K™ est compact, comme produit fini de compacts. En effet, A,, est compact
car c’est un fermé borné de R™"! comme intersection de la sphére unité pour la norme || [
(It = D20, [te]) et des m + 1 demi-espaces fermés p; ' (R*) = {t € R™*! | ¢, > 0}.

Partie 1 : théoréme du point fixe de Markov-Kakutani (7 pts 4+ 3 hors baréme)

1.

(2 pts) C' est convexe, comme image d’un convexe par application affine id — f. Les points
f¥(x) appartiennent & K (car K est stable par f) donc leurs images par id — f appartiennent
a C, donc I'équibarycentre x,, appartient au convexe C'.

2. (1 pt) C est compact comme image continue d’un compact dans un séparé.
3. (2 pts) @, = £ (z — f"(z)) — 0 car la suite des f"(z) € K est bornée.

4. (2 pts) x, € C et 2, — 0 donc 0 € C (car C est fermé, comme compact dans un séparé),

c’est-a-dire qu'il existe z € K tel que 0 = z — f(x), autrement dit K, := Fix(f) # .

. (0,5 pt hb) Soit z =tz + (1 —t)y avec x,y € Ky et t € [0,1]. Alors z € K (car K est convexe)

et comme f est affine, f(z) =tf(z)+ (1 —t)f(y) =tz + (1 —t)y = z donc z € K.

(2 pts hb) Posons Ky = K et Vk € {1,...,n} K, = Fix(f1) N Fix(f2) N ... N Fix(fg). Is
sont compacts (cf. exercice 1, question 1). Montrons par récurrence qu’ils sont convexes et
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non vides. Comme f,1; commute aux f;, elle laisse stable les Fix(f;) donc laisse stable Kj.
En appliquant les questions 4 et 5, on en déduit que si le compact K}, est convexe et non vide
alors Ky, aussi. Conclusion : K, # &.

. (0,5 pt hb) D’aprés la question ci-dessus, G vérifie les hypothéses de 1'exercice 1, question 2,
donc NyeaFix(f) # .

Partie 2 : un théoréme de point fixe de Kakutani (8,5 pts)

. (1 pt) Pour tout z € E, lapplication G — R, g — ||g(z)|| est continue (comme composée).
Comme G est un compact non vide, 'application atteint son sup.

. (2 pts) N est a valeurs positives ou nulles, et finies d’aprés la question précédente. L’ho-
mogénéité et la séparation sont immédiates. Vérifions la sous-additivité. Soient z,y € E;
pour tout g € G, [lg(z + y)|| = [lg(z) + g < llg@)ll + llg@) < N(z) + N(y) donc
N(z +y) < N(z)+ N(y).

. (1 pt) Pour g € G fixé, quand h parcourt G, k := h o g aussi, donc

N(g(z)) = sup [h(g(x))|l = sup |k(z)]| = N(z).

. (2 pts) Soient x1,...,x, non nuls tels que N30 z;) = > .1, N(z;) et (d’aprés la question
1) g € G tel que N(O_ x;) = ||lg(>°, ;). Alors

ZugmnusZN(xi):N(in) - g<2xi)H= > ()| <3 gt

donc||>7  g(z)|| = Y0 llg(;)]| donc les g(z;) sont colinéaires et de méme sens donc (par
linéarité de g~') les x; aussi.

. (2 pts) Puisque K est convexe et stable par les g;, il est stable par f. Comme il est aussi
supposé compact et non vide, il contient donc (d’aprés la question 4 de la partie 1) au moins
un y fixe par f. Pour un tel y on a

nN(y) = N(ny) = N(nf(y)) = N (Z gz—(y)> < ZN(gi(y)) = ZN(y) =nN(y)

done N (30, 0i(y)) = > .11 N(gi(y)), si bien que les g;(y) sont colinéaires et de méme sens.
Comme de plus ils ont méme N-norme, ils sont égaux, donc égaux a leur moyenne f(y),
elle-méme égale & y. Ainsi, g;(y) = y pour tout i.

. (0,5 pt) D’apreés la question ci-dessus, G vérifie les hypothéses de lexercice 1, question 2, donc
NgecFix(g) # @.

Partie 3 : sous-groupes compacts de GL,(R) (7,5 pts)

. (2pts) VA,B € H fso fg = fpa € G, en particulier (puisque f;, =idg) (fa)™' = fa-1 € G
et (puisque les f4 sont linéaires) f4 € GL(E). G est donc un sous-groupe de GL(E). 1l
est compact, comme image du compact H dans I'espace séparé End(FE) par une application
continue. En effet, 'application A — f4 est bien continue, par exemple comme composée de

I'application diagonale A — (A, A) et de I'application (bilinéaire sur un e.v. de dimension
finie, donc continue) £ x F — End(E),(A,B) — [E — E,M —*AMB].

. (2 pts) L’ensemble C' est non vide et compact (comme image du compact G par 1'application
linéaire continue End(E) — E, f + f(I,)), dans E qui est de dimension finie n%. D’aprés
I’exercice 2, son enveloppe convexe K est donc compacte.
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3. (1 pt) Chaque f € G laisse stable C' (car fa(fs(l,)) = fsa(l)), donc aussi K (car f est
linéaire).
4. (0,5 pt) D’aprés la partie 2, K contient un point M fixe par tous les éléments de G.

5. (2 pts) M est un barycentre a coefficients positifs de matrices de la forme *BB avec B inversible.
Elle est donc symétrique et définie positive. Tout A € H est une isométrie pour la norme
euclidienne || || associée car

VX € R" ||AX |5, =" (AX)M(AX) =" X("AMA)X =" XMX = || X|J3,.

11.14 Devoir surveillé d’octobre 2013

Enoncé (semi-continuité et espaces normaux)

L’exercice et le probléme sont, formellement, indépendants.
Soit X un espace topologique.

Exercice : semi-continuité

Une application f: X — R est dite
~ semi-continue supérieurement si pour tout réel a, f~!([—00, a[) est ouvert,
— semi-continue inférieurement si pour tout réel a, f~!(Ja, +00]) est ouvert.

1. Démontrer que f est continue si et seulement si elle est semi-continue a la fois supérieurement
et inférieurement.

2. Démontrer que pour toute partie A de X, la fonction indicatrice de A est semi-continue
supérieurement si et seulement si A est fermé, et semi-continue inférieurement si et seulement
si A est ouvert.

3. Démontrer que si (f;);e; est une famille de fonctions semi-continues supérieurement sur X et
Vo€ X, f(z)=inf fi(x)
(S

alors f est semi-continue supérieurement.

Probléme : espaces normaux

On dit que X :

— est quasi-normal si pour tous fermés de X disjoints F' et G, il existe deux ouverts de X
disjoints U et V tels que F' soit inclus dans U et G dans V';

— vérifie le lemme d’Urysohn si pour tous fermés de X disjoints F' et G, il existe une appli-
cation continue de X dans le segment réel [0, 1] (muni de sa topologie usuelle) qui vaut 0 sur
Fetlsur G;

— vérifie le théoréme de prolongement de Tietze si pour tout fermé F de X et toute
application continue f de F' dans un segment réel [—M, M], il existe une application continue
g: X — [-M, M] qui prolonge f.

Le principal objet de ce probléme est de prouver que ces trois propriétés sont équivalentes.

Premiére partie : lemme d’Urysohn

1. Démontrer que si X vérifie le lemme d’Urysohn alors il est quasi-normal.

2. En déduire que tout espace métrisable est quasi-normal (expliciter, en fonction de F, G et de
la distance, une application continue convenable).

3. Démontrer que X est quasi-normal si et seulement si, dans X :

F fermé C O ouvert = 3U ouvert tel que F C U Cc U C O.
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4. Dans I’ensemble des rationnels de ]0, 1[, on note D le sous-ensemble des fractions dyadiques,
c’est-a-dire quotients d’un entier par une puissance entiére de 2 (pour un tel rationnel r, on
appelle valuation dyadique de r le plus petit entier n tel que r soit de la forme k/2™ avec k
entier).

Déduire de la question précédente que si X est quasi-normal alors, pour tous fermé I’ et ouvert
O de X tels que F' C O, il existe une famille (U,),cp d’ouverts tels que pour tous r,s € D :

FcU cU CcO

et

r<s= U, CU,.
(Construire les U, par récurrence sur la valuation dyadique de r : on commencera donc par
construire Uy /o, puis Uy et Usa, etc.)

5. Pour une telle famille (U, ),cp, on définit une application f: X — [0, 1] par :
fl@)=inf({seD|zeUu{l})=sup({reD|z¢U}uU{0}).

(On pourra admettre la seconde égalité comme immédiate par construction.)
Pour tout réel o €]0, 1[, démontrer que

fﬁl([(); OéD = UsGD,s<aUs

et admettre que (de méme)
f_l(]av H) = UrED,r>a<X \E>

6. En déduire que f est continue.

7. En déduire que si X est quasi-normal alors il vérifie le lemme d’Urysohn.

Deuxiéme partie HORS BAREME : théoréme de prolongement de Tietze

1. Démontrer que si X vérifie le théoréme de prolongement de Tietze alors il est quasi-normal.
(Indication : montrer d’abord que si F' et G sont deux fermés disjoints, application f :
FUG — [—1,1] qui vaut —1 sur F et 1 sur G est continue.)

2. Montrer que si X vérifie le lemme d’Urysohn alors, pour tout fermé F' de X et toute application
continue f : F' — [—M, M], il existe une application continue g, : X — [-M/3, M/3] telle

que

VreF |fx) - gl < 5

3. En déduire que si X vérifie le lemme d’Urysohn alors il vérifie le théoréme de prolongement de
Tietze. On construira pour cela (par récurrence, a l'aide de la question précédente) une suite
d’applications continues g : X — R telle que

2 n
<|(=) M
3

Vo€ X |gu(z)] < <§>kM/2.

Ve e F 'f(:z:) — ng(x)

et

Corrigé

Exercice : semi-continuité
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. Si f est continue alors pour tout ouvert O de R, f~1(O) est un ouvert de X, en particulier pour
tout O de la forme [—o0, af ou |a, +00], donc f est s.c.s. et s.c.i. Réciproquement, supposons
que f est s.c.s. et s.c.i. Pour en déduire que f est continue, il suffit de prouver que f~1(O)
est ouvert pour les O d’une base d’ouverts de R. On en connait une : les parties de la forme
[—o00, af ou ]a, +0o0] ou Ja, B[=]a, +oo] N [—oo, B]. Les f~1([—oo, al) et les f~!(]a, +00]) sont
des ouverts de X par hypothese, donc les f~'(Jo, B]) = f~ (], +00]) N f~1([—00, B]) aussi, ce
qui conclut.

. Si 1y estscs. alors X \ A = 14([—00,1/2[) est un ouvert de X donc A est un fermé de X.
Réciproquement, si A est fermé alors 14 est s.c.s. puisque pour tout réel «, 14([—00, ) est
ouvert car égal soit & @ (si a <0), soit a X \ A (si 0 < a < 1), s0it & X (si @ > 1). De méme,
14 est s.c.i. si et seulement si A est ouvert, car 14(Ja, +00]) est égal soit & X (si a < 0), soit
aA(si0<a<l),soitad(sia>1).

. Pour tout réel a, on a les équivalences f(z) < o < inficr fi(z) < a < Ji € I, fi(z) < «
donc I'égalitée f~'([—o0,al) = Uier f; 1 ([—o0, af), donc si les f; sont s.c.s. alors f aussi car les
f7Y([~o0, af) sont ouverts (comme réunions d’ouverts).

Probléme, premiére partie : lemme d’Urysohn

. Soient F' et G deux fermés de X disjoints. Soit (par le lemme d’ Urysohn) f X — [0,1]

continue valant 0 sur F' et 1 sur G. Alors U := f~1([0,1/2[) et V : 1(]1/2,1]) sont

d15301nts et ouverts dans X (car [0,1/2[ et ]1/2,1] sont disjoints et ouverts dans 0,1]), U D
'{o}) oD Fet VD f1({1}) DG.

. Soient F et G deux fermés de X disjoints, non vides, d’un espace métrique (X, d). Les appli-
cations (de X dans RT) x +— d(z, F) et x — d(x,G) sont continues, le lieu d’annulation de la
premiére est F' et celui de la seconde est G (donc elles ne s’annulent jamais simultanément).

L’application f: X — [0,1],2 — % est donc bien définie, continue, et vaut 0 sur F
et 1 sur G. 7 7

. Supposons que X est quasi-normal et soit, dans X, F' fermé C O ouvert. Posons G = X \ O.
Alors F et GG sont deux fermés disjoints donc par hypothése, il existe U,V ouverts disjoints
tels que F C U et G C V. Le fermé X \ V contient U et est inclus dans O, donc U C O.
Réciproquement si, dans X, pour tous F' fermé C O ouvert, il existe un ouvert U tel que
F c UetU C O, montrons que X est quasi-normal. Soient F et G deux fermés disjoints.
L’ouvert O := X \ G contient I’ donc par hypothése, il existe un ouvert U tel que FF' C U et
U C O. L'ouvert V := X \ U contient alors G et est disjoint de U.

. Supposons X quasi-normal et F' fermé C O ouvert, et construisons les U, par récurrence
sur la valuation dyadique de r c’est-a-dire sur I'entier n > 0 tel que r soit le quotient d’un
entier impair par 2". Pour n = 1, r = 1/2 et d’aprés la propriété de la question précédente,
il existe bien un ouvert U;; tel que F' C Uy C m C O. Supposons les U, (vérifiant les
inclusions demandées) construits pour tous les s de valuation < n et construisons U, pour
r = (20 +1)/2", qui est compris entre s := ¢/2" et t := ({+1)/2" 1. Sis>0et t <1, la
propriété de la question précédente appliquée a I'inclusion U, C U, (vraie par hypothése de
récurrence) fournit un ouvert U, tel que U, C U, C U, C U,. Si s = 0 (respectivement : si
t = 1), méme raisonnement en remplacant U, par F (resp. U, par O).

. Pour tout x € X, le réel f(z) est dans [0, 1], comme borne inférieure d’une partie non vide de
[0,1]. Il est < « si et seulement si au moins un élément de cette partie est < a(< 1) donc s'il
existe dans D des s < a tels que z € Uy. On a donc bien f~([0, a[) = Usep s<aUs.

. D’aprés la question précédente, pour tous «, 8 €]0,1[, f71([0,8]) et f~'(Jo, 1]) sont ouverts,
donc aussi leur intersection f~(]a, B[). Or les|0, B[, |, 1] et ]a, B[ forment une base d’ouverts
de [0,1]. Donc f est continue.
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. Supposons X quasi-normal et F,G fermés disjoints. Posons O = X \ G (ouvert contenant F)
et construisons f : X — [0, 1] continue comme ci-dessus. Pour tout x € F, {s€ D |z € Us} U
{1} =]0, 1] donc f(x) = 0. Pour tout = € G cest-a-dire v ¢ O, {r € D | 2 ¢ U,} U{0} = [0, 1]
donc f(x) = 1.

Probléme, deuxiéme partie : théoréme de prolongement de Tietze

. Soient F' et G deux fermés disjoints. L’application f : FUG — [—1,1] qui vaut —1 sur F et 1
sur G est continue car pour tout fermé (et méme toute partie) H de [—1,1], f~!(H) est égal
a g, F,Gou FUG, qui sont fermés dans F'UG. Si X vérifie le théoréme de prolongement de
Tietze, il existe (puisque F U G est fermé dans X) une application continue g : X — [—1,1]
qui prolonge f. L’application (14 ¢)/2: X — [0, 1] est alors continue et vaut 0 sur F' et 1 sur
G.

. Supposons que X vérifie le lemme d’Urysohn. Soient F' fermé de X et f : F — [-M, M|
continue. Soient A_ = f~1([-M, M/3]) et A, = f~1([M/3, M]). Ils sont disjoints et ce sont
des fermés de F', donc aussi de X puisque F' est fermé dans X. D’aprés le lemme d’Urysohn,
il existe donc une application continue g : X — [0,1] qui vaut 0 sur A_ et 1 sur A,.
[’application continue g; := (290 — 1)M/3 : X — [-M/3, M/3] reste a distance < 2M/3 de
f pour les x € F tels que f(x) € [—M/3, M /3|, mais aussi pour les autres puisqu’elle vaut
—M/3 sur A_ et M/3 sur A,.

. Pour n = 0, il suffit de constater que par hypotheése, |f| < M. Supposons les g; construits
pour k < n et construisons g,. Par hypothése de récurrence, f — 3, ., gr est continue sur
F et a valeurs dans [—M’', M'] pour M’ = (%)n_l M. D’aprés la question précédente, il existe
donc une application continue g, : X — [=M'/3, M'/3] = [— (2)" M/2,(2)" M/2] telle que
sur F, |(f — > 1<ken Ok) — gn| < 2M'/3 cest-a-dire |f — Z1gkgn9k‘ < (3)"M. Sur X, la
majoration des |gx| assure la convergence normale (donc uniforme) de la série des gy, vers une
fonction g := Y, gx ipso facto continue sur X et & valeurs dans [—M, M]. La majoration
des ‘f — > i<h<n gk‘ sur F' assure que g coincide avec f sur F. On a donc bien prolongé f en
une application continue g : X — [—M, M].
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Chapitre 12

Feuilles d’exercices

12.1 TD1

Exercice 1 Dénombrabilité et intervalles réels

Soit (U;);er une famille d’intervalles ouverts non vides de R, disjoints deux a deux. On note U leur
réunion. Montrer que I'application de U N Q dans I qui, a tout x, associe 'unique 7 tel que x € U;,
est surjective. En déduire que I est au plus dénombrable.

Exercice 2 Suites et parties, finies ou quelconques, d’un ensemble dénombrable

1.

Montrer que ensemble des n-uplets d’éléments de N (ou de n’importe quel ensemble dénom-
brable) est dénombrable pour tout entier n > 0.

. En déduire que l’ensemble des suites finies (de longueur quelconque) d’éléments de N est

dénombrable.

En déduire que I'ensemble des parties finies de N est dénombrable.

4. Montrer que card(NY) > card(P(N)) = card(R). (Rappels : AP désigne I’ensemble des appli-

cations de B dans A, et R est équipotent a {0, 1}.)

Exercice 3 Cardinal et dimension de divers e.v. de suites

1.

Etablir, pour tous ensembles A, B, C, une bijection entre (A%)¢ et AP*C. En appliquant ceci
a A={0,1} et B=C =N, en déduire que RY est équipotent a R.

2. Comparer les cardinaux des ensembles suivants : NV, RN NR RE,

3. On considére les s.e.v. suivants (emboités) du R-e.v. RN des suites réelles :

sil<p<oo, ={x=(Tnnen €R"|) |z, <400},
n=0

co = le s.e.v. des suites de limite nulle et /> = B(N,R) = le s.e.v. des suites bornées.Vérifier
que pour tout réel ¢ > 0, la suite x(t) définie par x(t),, = e~ ™ appartient a tous ces s.e.v.

. On admettra (ou démontrera, en pensant aux matrices de Vandermonde) que la famille de

suites (z(t))cry est libre. En déduire que tous les s.e.v. mentionnés sont de dimension au
moins card(R).

5. En déduire tous ces espaces de suites sont a la fois de dimension et de cardinal card(R).

Exercice 4 Fonction lipschitzienne
Soient [ un intervalle réel, f : I — R et K ’ensemble des réels £ > 0 tels que

Ve,yel, |f(y) — f(z)| < kly —zl.

On dit que f est lipschitzienne si K est non vide.
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1. Montrer que si f est lipschitzienne, alors K posséde un plus petit élément.
2. On suppose f dérivable. Montrer que si f est lipschitzienne, alors f’ est bornée.

3. Justifier la réciproque.

Exercice 5 Limite supérieure d’une suite réelle bornée
Soit & = (7,)nen une suite réelle bornée. Pour tout n € N, posons y,, = sup;,, Tx.

1. Montrer que y est une suite de réels décroissante et minorée, donc convergente. On notera L
sa limite (appelée la limite supérieure de x — on définirait de méme sa limite inférieure, en
remplagant les sup par des inf).

2. Montrer que pour tout € > 0, il existe une infinité d’indices n tels que x,, > L — €.

3. Montrer que pour tout € > 0, il n’existe qu'un nombre fini d’indices n tels que x,, > L + €.

4. Déduire des deux questions précédentes que L est une valeur d’adhérence de x, c¢’est-a-dire
que pour tout € > 0, il existe une infinité d’indices n tels que |L — z,| < ¢.

5. Déduire de la question 3 que pour tout L' > L, L’ n’est pas une valeur d’adhérence de x (donc
L est la plus grande).

Exercice 6 Définition d’une topologie
Quelles conditions doivent vérifier deux parties A et B de E pour que {@, A, B, E'} soit (I'ensemble
des ouverts d’)une topologie sur E?

Exercice 7 Une topologie non usuelle sur R
Soit T ={] —z,z[ | z € [0, 4+00]}.
a. Montrer que 7 est une topologie sur R.

b. Déterminer I’adhérence, 'intérieur et la frontiére d’un singleton {a} puis d’un segment [a, b].

Exercice 8 Ouverts et fermés dans R? (pour la topologie usuelle)
Dans R? muni de sa topologie usuelle, les ensembles suivants sont-ils ouverts ? fermés ? les deux ?
ni 'un ni autre ?

A={(1/n,y) IneN"ye 0,1},

B = {(z,arctanz) | z € R},

C={(r,y) eR* |1 <2?/3+¢y*/5<2ety<3—uz'}

Exercice 9 Adhérences et intérieurs dans R (pour la topologie usuelle)

1. Calculer les adhérences des parties suivantes, en admettant au besoin le théoréme suivant qui
sera démontré en cours : dans R — comme dans tout espace métrique — un point est adhérent
a A si et seulement s’il est limite d’une suite d’éléments de A :
Ja,b] pour —oco < a < b < 400 (en distinguant les cas) ;
Ay ={x+1/q| qe N} (pour x € R) et Upen+Ayp.

2. Soit A =0, 1[U]L, 2[U{3} U (QN]4,5]). Calculer B=A, C =4, D =B, E=C, D et E
(vérifier qu’ils sont tous distincts).

Exercice 10 Adhérence relative
Soient X un espace topologique et Y une partie de X. Pour tout A C Y, notons A ’adhérence de

A dans X et A" 'adhérence de A dans Y (muni de la topologie induite). Montrer que

A =4Anvy.
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12.2 TD2

Exercice 1 Transitivité de la densité
Soient E un espace topologique, A une partie dense de E, et B une partie de A dense pour la
topologie induite sur A. Montrer que B est dense dans E.

Exercice 2 Singletons fermés

1.
2.

Montrer que dans un espace séparé, tout singleton est fermé.

Montrer que la topologie cofinie sur un ensemble infini, bien que non séparée, vérifie aussi
cette propriété.

Exercice 3 Point d’accumulation d’une partie, valeur d’adhérence d’une suite Montrer

que :
1.
2.

toute partie sans point d’accumulation est fermée, et sa topologie induite est discréte ;

dans un espace séparé, si a est un point d’accumulation de A, tout voisinage de a contient
non seulement un point de A mais une infinité ;

toute valeur d’adhérence d’une suite injective est point d’accumulation de ’ensemble de ses
termes;

. dans un espace séparé, tout point d’accumulation de 1’ensemble des termes d’une suite est

valeur d’adhérence de cette suite.

Exercice 4 Calculs de valeurs d’adhérence

1.

2.

Déterminer I'ensemble des valeurs d’adhérence, dans R puis R des suites u, v, w :
Vn €N,  uy, = (—2)" et ugyy1 = \/5, vp=¢€", wy, =1 et wy, 1 =n.

Déterminer I'ensemble des valeurs d’adhérence dans R? de (u,v) et de (u,w). Que remarque-
t-on ?

Exercice 5 Adhérence (et intérieur) d’une union et d’une intersection

1.
2. En déduire que U;e;A; C UjerA; et montrer qu'il y a égalité lorsque I est fini.

3.

4. Montrer que N;erA; C NierA; et donner un exemple dans R ot Uinclusion AN B C AN B est

d.

Montrer que A C B = A C B (pour deux parties A et B d’un espace topologique).

Donner un exemple dans R ol cette inclusion est stricte.

stricte.

Ecrire les résultats correspondants pour les intérieurs.

Exercice 6 Frontiére d’une union

1.
2.

Montrer que Fr(A U B) C Fr(A) U Fr(B) et montrer qu’il y a égalité si A et B sont disjoints.

Donner un exemple dans R ou cette inclusion est stricte.

Exercice 7 Axiomes de Kuratowski
Soient E un ensemble et a une application de P(E) dans lui-méme, telle que

VX,)YCE : XcCaX), alaX)=aX), aXUY)=aX)UaY) e a@)=2a.

1.
2.

Montrer que « est croissante (pour I'inclusion).

On note F l'ensemble des parties de E invariantes par «. Montrer que F est ’ensemble des
fermés d'une topologie.
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3. Montrer que « est I'application “adhérence” pour cette topologie.

Exercice 8 Intérieur et densité
Montrer qu'une partie d'un espace topologique est d’intérieur non vide si et seulement si elle ren-

contre toute partie dense.

Exercice 9 Borne inférieure

1. On définit la borne inférieure dans R d’une partie B de R comme le plus grand de ses minorants
dans R. Que vaut-elle lorsque B est une partie de R non minorée ? une partie de R minorée
et non vide 7 I’ensemble vide ?

2. Soient f et g deux applications définies sur ensemble A et & valeurs dans R. La borne inférieure
de f se note indifféeremment :

inf f =inf{f(a) | a € A} = iggf(a)
(et de méme pour g). Montrer que si f < g alors inf f < infg.

Exercice 10 Sous-groupes additifs de R
Soit G un sous-groupe additif de R. Notons a = inf(G NRY).

a. Montrer que si a > 0 alors G = aZ.

b. Montrer que si a = 0 alors G est dense dans R.

c. Décrire les sous-groupes fermés de R.

d. Soit A € R. Montrer que le sous-groupe G = Z + A\Z est dense dans R ssi A ¢ Q.

Exercice 11 Sous-groupes multiplicatifs du cercle unité

a. Quels sont les sous-groupes multiplicatifs non denses de R* ? (Indication : regarder I'image
par In et utiliser 'exercice précédent). En déduire les sous-groupes multiplicatifs non denses
de R*.

b. Montrer qu’un sous-groupe multiplicatif de U := {z € C | |z| = 1} est soit cyclique d’ordre
fini, soit dense dans U. (Indication : utiliser 'application = — exp(iz)).

c. Montrer que 'ensemble des valeurs d’adhérence de la suite (cosn),en est [—1,1].

12.3 TD3

Exercice 1 Topologie produit
Soient X et Y deux espaces topologiques. Montrer que :

1. si X et Y sont séparés alors X x Y aussi;

2. pour A C X et BCY,sur Ax B, le produit des topologies induites coincide avec la topologie
induite par celle du produit X x Y.

Exercice 2 Continuité et bases
Soit f: X — Y une application entre deux espaces topologiques.

1. Soit B une base d’ouverts de Y. Montrer que f est continue si (et seulement si) pour tout
O € B, f71(O) est ouvert.

2. Soient a € X et F une base de voisinages de f(a). Montrer que f est continue au point a si
(et seulement si) pour tout V € F, f~1(V) est un voisinage de a.
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Exercice 3 Transitivité de la densité
Soient f : X — Y et g: Y — Z continues, montrer que si f et g sont d’'image dense alors g o f
aussi.

Exercice 4 Graphe fermé

Montrer par un contre-exemple de R dans R que la réciproque du théoréme suivant est fausse :
pour toute application f d’un espace quelconque dans un espace séparé, si f est continue alors son
graphe est fermé.

Exercice 5 Exemple d’espace ou les suites ne donnent pas assez d’information
Soit un ensemble non dénombrable, muni de la topologie codédombrable : les ouverts sont @ et les
parties codénombrables, c’est-a-dire de complémentaire au plus dénombrable. Montrer que

1. ceci définit bien une topologie (est-elle séparée?);

2. les seules suites convergentes sont les suites stationnaires ;
3. toute partie non dénombrable est dense;

4. cet espace n’est pas a bases dénombrables de voisinages ;
d

. aucun point de cet espace n’est a base dénombrable de voisinages.

Exercice 6 Inclusions de boules
Dans un espace métrique, pour que B(w,r) C B(Q, R),

1. montrer qu’il suffit que r < R — d(Q,w);
2. en déduire qu’il suffit que 2r < R — d(2, a) pour un certain a € B(w,r).

Exercice 7 Exemple d’espace métrique non séparable

1. Soit, pour tout entier naturel n, une suite réelle z(n) = (x(n)x)ren. Montrer qu’il existe une
suite bornée (yx)ren telle que Vk € N, |yp — x(k)g| > 1.

2. En déduire que 'espace £*° des suites bornées n’est pas séparable.

Exercice 8 Distance ultramétrique
Soit (F,d) un espace ultramétrique, c’est-a-dire un espace métrique dont la distance d vérifie la
propriété suivante (plus forte que 'inégalité triangulaire) : d(z, z) < max(d(z,y), d(y, 2)).

1. Soient z,y,z € E. Montrer qu’au moins deux des trois nombres d(z,y),d(y, z),d(z, x) sont
égaux. Autrement dit : tout triangle est isocéle.

2. Montrer que Vr > d(z,y) > 0, B'(z,r) = B'(y,r) et Vr > d(z,y), B(z,r) = B(y,r). Autre-
ment dit : tout point d’une boule est centre de cette boule.

3. En déduire que deux boules sont soit incluses I'une dans 'autre, soit disjointes.

4. Montrer que les boules B(x,r) et B'(z,7) sont a la fois ouvertes et fermées.

5. Montrer que pour une telle distance, une suite z est de Cauchy dés que d(z,, z,4+1) — 0. (Rap-
peler par un contre-exemple que c’est faux en général pour une distance non ultramétrique.)

6. (Facultatif.) Soit £ = NY. Pour tous z,y € E, on pose d(z,y) = 0 si x = y et sinon,
d(z,y) = 27% ou k est le plus petit indice pour lequel z; # y,. Montrer que (E,d) est un
espace ultramétrique complet.

Exercice 9 Intérieur et adhérence des boules d’un e.v.n.
Montrer que dans un espace vectoriel normé, ’adhérence, I'intérieur et la frontiére de B(a, ) et de
B'(a,r) sont ce a quoi l'on s’attend.
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Exercice 10 Sup de fonctions Lipschitziennes Soient (E,d) un espace métrique, k un réel
positif et (f;)ie; une famille d’applications k-Lipschitziennes de E dans R. On suppose qu’il existe
a € E tel que la famille (f;(a));e; soit majorée. Montrer que pour tout = € F, la famille (f;(x));es
est majorée et que 'application sup,c; f; est k-Lipschitzienne.

Exercice 11 Continuité uniforme de la fonction puissance
1. Soit a > 1. Montrer que = +— z% est Lipschitzienne sur tout segment [0, M| mais n’est pas

uniformément continue sur RT.

2. Soit a < 0. Montrer que x — x* est Lipschitzienne sur [, +00[ pour tout £ > 0 mais n’est pas
uniformément continue sur |0, +-o00].

3. Soit a €]0,1]. Montrer (ou admettre) que Vz,y € RY, [z — y?| < |z — y|* et en déduire que
x +— x% est uniformément continue sur R.

Exercice 12 Equivalences de distances.
. ’ . . _ . _ d
Soit (E,d) un espace métrique; on pose d'(z,y) = min(1,d) et d" = 3.

1. Montrer que d' et d’ sont des distances sur E et que d' est uniformément équivalente a d.

2. Montrer que d’ et d” sont Lipschitz-équivalentes.

3. En déduire que d” est uniformément équivalente & d.

4. Montrer que si deux distances sont Lipschitz-équivalentes alors elles ont mémes parties bornées.
5

. Trouver une condition nécessaire et suffisante simple — portant sur d — pour que d soit Lipschitz-
équivalente a d' (ou d").

Exercice 13 Transport d’une distance
Soient (£, d) un espace métrique, 7 sa topologie canonique, X un ensemble, f : X — FE une
injection et Y = f(X), muni de la topologie Ty induite par 7.

1. Vérifier qu’en posant d'(z,y) = d(f(z), f(y)), on définit une distance d’ sur X.

2. On note T’ la topologie associ¢e a d’. Montrer que f : (X,7’) — (Y, 7y) est un homéomor-
phisme.

3. Qu’en déduit-on dans le cas X C E et f = 'injection canonique ?

4. et dans le cas ou l'ensemble X était déja muni d’une topologie T” et ou f était un homéo-
morphisme de (X,7") dans (E,7)?

Exercice 14 Equivalence et suites de Cauchy.
On note d la distance usuelle sur R et dj_; ;; la distance induite sur | — 1, 1] par restriction.

1. Soient h: R —] — 1, 1] un homéomorphisme (par exemple : 7) et d’' la distance sur R obtenue
en transportant dj_; ; par h. La distance d’ est-elle topologiquement équivalente a d? Quelles
sont ses suites de Cauchy ?

2. Soient k: R — R,z — 22 et d” la distance sur R obtenue en transportant d par k. Montrer
que d” a mémes suites de Cauchy que d mais ne lui est pas uniformément équivalente.

Exercice 15 Suite de Cauchy.
Dans un espace métrique, soient A une partie d’adhérence compléte et (x,), une suite de Cauchy
telle que d(z,, A) — 0. Montrer que la suite converge.

Exercice 16 Complétude d’un produit.

Montrer qu’'un produit X x Y d’espaces métriques non vides est complet si et seulement si X et Y
le sont.
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Exercice 17 Comparaison de deux “distances (” et complétés.
Sur I'e.v. ¢! des suites réelles dont la série est absolument convergente, soient d; et d. les distances
associées aux normes || [|1 et || ||oo-

1. Montrer que I'application identité est 1-lipschitzienne de (¢!, d;) dans (¢}, d).
2. Trouver, pour tout n € N*, un z € ! tel que ||z||; = 1 et ||z]|c = 1/n.
3. Qu’en déduit-on sur les topologies associées ?

4. Quel est le complété de ¢! pour ces deux distances ?

12.4 TD4

Exercice 1 Réunions de parties complétes
Dans un espace métrique, montrer que :

1. la réunion d’une famille finie de parties complétes est compléte ;

2. la réunion d’une famille infinie de parties complétes n’est pas toujours compléte.

Exercice 2 Théoréme du point fixe
Soit ¢ : [0, 1] — [0, 1] continue, non identique a 1, et soit a € R. On considére I’équation fonctionnelle
(E) d’inconnue f € C'([0,1],R) :

Sur C([0,1],R) muni de la norme de la convergence uniforme, soit 7' 'application affine définie par
T(f)(z) = a+ [y f(e(t))dt. Montrer que (T n’est pas contractante mais) T2 est k-contractante,

avec k = fol ©(t)dt. En déduire que (E) posseéde une unique solution.

Exercice 3 Exemples classiques de compacts
Montrer que :

1. un espace fini séparé est compact ;
2. un espace discret est compact si et seulement s’il est fini;

3. dans un espace séparé, étant donnée une suite convergente, I’ensemble constitué des termes
de la suite ainsi que de la limite est compact.

Exercice 4 Dans un compact, toute suite a des valeurs d’adhérences

Redémontrer ce théoréme “directement” (sans utiliser que dans un compact, toute partie infinie a
des points d’accumulation), & partir de I'expression classique de I’ensemble des valeurs d’adhérence
d’une suite comme intersection de fermés (cf. TD2, exercice 3).

Exercice 5 Somme de deux compacts ou de deux fermés de R
Soient A et B deux parties de R; on note A+ B={a+0b|a€ Abc B}

1. Montrer que si A et B sont compacts alors A + B aussi.
2. Montrer que si A est compact et B fermé alors A + B est fermé.

3. Donner un exemple ou A et B sont fermés mais pas A + B.
Exercice 6 Distance entre un compact et un fermé

Dans un espace métrique (£, d), soient deux parties disjointes non vides : F' fermé et G compact.
On note d(F,G) = inf{d(z,y) | x € F,y € G}. Montrer que d(F,G) > 0.
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Exercice 7 Compacts dans R"
A T'aide d’arguments élémentaires, dire si les espaces suivants sont compacts ou non (pour la topo-
logie usuelle, tout espace de matrices M, ,(R) étant identific & RP9 ).

1.
2.

La sphére unité S"~! de R” (n > 1).

L’ensemble S(q,a) = {z € R" | ¢(x) = a} ott a € R et ¢ est une forme quadratique réelle de
signature (r, s).

3. Le groupe linéaire GL,(R) des matrices inversibles.

4. Le groupe spécial linéaire SL, (R) des matrices de déterminant 1.

5. Le groupe orthogonal O, (R).

Exercice 8 Caractérisation de la compacité par les projections fermées
Soient X et Y deux espaces topologiques, X x Y l’espace topologique produit, et p: X xY — Y
la projection canonique.

1.

Montrer que p est “ouverte”, c’est-a-dire que I'image par p de tout ouvert de X X Y est un
ouvert de Y.

Montrer que si X est compact alors p est aussi “fermée”, c’est-a-dire que 'image par p de tout
fermé de X X Y est un fermé de Y.

Déduire de 2. que si X est compact alors une application de Y dans X est continue si (et
seulement si) son graphe est fermé.

Montrer par un contre-exemple que 3. devient faux en général (donc 2. aussi) quand X n’est
pas compact, méme si Y l'est (on pourra prendre X =R, Y = [0, 1]).

(Complément “culturel” et facultatif) Prouver la réciproque de 2., ¢’est-a-dire : si X est un
espace séparé tel que pour tout Y, la projection p : X XY — Y est fermée, alors X est
compact. Indications : Soit (U;);e; un recouvrement ouvert de X. Poser E = I’ensemble des
parties de X qui sont des réunions d’un nombre fini de U;. Poser Y = X U {oco} muni de la
topologie donnée par la base d’ouverts P(X)U{Y \U | U € E}. Soit A = {(z,z) | x € X},

montrer que le fermé p(A) est égal & X. En déduire que X € F.

Exercice 9 Premier théoréme de Dini et équicontinuité

1.

4.

Soit (f,)n une suite croissante de fonctions continues sur un compact et a valeurs dans R,
convergeant simplement vers une fonction continue. Montrer cette convergence est automati-
quement uniforme.

. Soit (f,), une suite de fonctions définies sur un compact K et a valeurs dans un espace

métrique (E,d). On suppose qu’en tout point = € K, la suite (f,), est équicontinue, c’est-a-
dire que pour tout € > 0, il existe un voisinage V' de z tel que

Yy € V,¥n € N d(f.(z), fo(y)) <e.

Montrer que si (f,), converge simplement alors elle converge uniformément.

Soit (f,)n une suite croissante de fonctions continues sur espace topologique X et a valeurs
dans R, convergeant simplement vers une fonction continue. Montrer que( f,,), est équicontinue
en tout point z € X.

Retrouver grace aux questions 2 et 3 le résultat de la question 1.
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12.5 TD5

Exercice 1 Continuité et compacité, dans des espaces métriques

Soient (E,d) et (E',d’) deux espaces métriques et f : E — E’ injective telle que I'image par f de
tout compact de E soit compacte. Montrer que f est continue. (Pour toute suite convergente dans
E, x, — a, considérer ’ensemble K = {z,, | n € N} U {a} et la restriction-corestriction de f, de K

dans f(K).)

Exercice 2 Uniformité par compacité

Soient X, Y deux espaces topologiques, F un espace métrique et f : X x Y — F une application
continue. On suppose que Y est compact et on munit C(Y, E') (I’ensemble des applications continues
de Y dans E) de la distance de la convergence uniforme : d..(g, h) = sup,ey d(9(y), h(y)). Montrer
que Iapplication F': X — C(Y, E),x — f(x, ) est continue.

Exercice 3 Point fixe dans un espace métrique compact
Soient (E,d) un espace métrique compact non vide et f : F — F telle que

Vo,y € B,z #y = d(f(x), f(y) < d(z,y)

1. Montrer que f admet un (unique) point fixe (poser g(z) = d(z, f(x))).

2. Donner un exemple d’une telle situation, avec f non contractante.

Exercice 4 Intersections de compacts
Dans un espace topologique séparé E, soient (K;);c; une famille de compacts et K = N/ K;.

1. Montrer que tout ouvert {2 contenant K contient une intersection finie des K; (c’est-a-dire
qu’il existe une partie finie J de I telle que N;c; K; C Q).

2. On suppose maintenant que E est compact et non vide. Soit f : F — FE une application
continue. On pose Hy = FE, H, ;1 = f(H,) pour tout n € N, et H = N,enH,,. Montrer que H
est un compact non vide et que f(H) C H.

3. Pour tout ouvert O contenant f(H), déduire de la question 1 (appliquée a Q = f~1(0)) que
O contient H.

4. En déduire que H C f(H).

5. En déduire une nouvelle preuve de I'exercice précédent.

Exercice 5 Unions de connexes
Dans un espace topologique, soient C;(i € I) des parties connexes et C' leur réunion.

1. Montrer que si C; N C; # @ alors C; U C; est connexe.

2. On a vu en cours que pour que C' soit connexe, il suffit que N;c;C; # . En déduire que
plus généralement, il suffit que 'un des C; rencontre chacun des autres (on pourra poser
Cl=C;UC;,).

3. Redémontrer grace a ce critére que le produit de deux espaces connexes (que 'on pourra
supposer non vides) est connexe.

Exercice 6 Exemples de connexes dans un e.v.n.
Soient E un espace vectoriel normé de dimension > 2, et S(F) sa sphére unité.

1. Montrer que E* := E \ {0} est connexe (par arcs).

2. En déduire que S(E) aussi, et que la “couronne” B(0,b)\ B’(0,a) aussi (pour 0 < a < b < 400,
avec par convention B(0,+o00) = E).
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3. Soit A une partie de F étoilée par rapport a 0 (i.e. t.q. Vo € A, [0,2] C A) et bornée, montrer
que A€ est connexe par arcs.

4. Montrer que si n > 2, R™ n’est pas homéomorphe & R. Montrer que [a,b] (a,b € R) n’est pas
homéomorphe & un disque fermé de R2.

Exercice 7 Connexité de R?\ Q? (généralisations)

1. Montrer que pour deux points quelconques z et y du plan, il existe une famille (v;)ser de
chemins dans le plan de = a y, polygonaux, et tels que les 74(]0, 1[) soient disjoints deux a
deux.

2. En déduire que pour toute partie au plus dénombrable D du plan, R* \ D est connexe par
arcs polygonaux.

3. Montrer de méme que R?\ D est connexe par arcs C.

Exercice 8 Connexité de GL(C")

On munit GL,(C) de la topologie induite par une norme arbitraire sur M, (C). Montrer que VA, B €
GL,(C),3H(A, B) connexe inclus dans GL,(C) et contenant A, B (indication : poser p(z) = zA +
(1—z)B et remarquer que det op est un polynome). En déduire que GL,,(C) est connexe (ou connexe
par arcs, ce qui ici revient au méme — pourquoi 7).

Exercice 9 Composantes connexes de GL(R")

Pour la topologie induite par une norme arbitraire sur End(R™), on se propose de montrer que
GL*(R™) (le groupe des endomorphismes de R™ de déterminant > 0) et SL(R") (ceux de détermi-
nant 1) sont connexes par arcs.

1. Montrer que chacune de ces deux assertions peut se déduire de 'autre.
2. Qu’en déduira-t-on sur les composantes connexes (ou connexes par arcs) de GL(R™)?

3. Le casn = 1 étant immeédiat, on procéde par récurrence : soit n > 2; on suppose que SL(R"™1)
est connexe par arcs, on se donne un élément g de SL(R"), et on cherche a le connecter a
idgn, par un chemin dans SL(R™). Décrire un tel chemin dans les trois cas suivants :

(a) ¢ fixe au moins un vecteur non nul (le compléter en une base et raisonner matriciellement,
en utilisant I’hypothése de récurrence).

(b) g n’est pas une homothétie (choisir un vecteur e; tel que es := g(e;) ne soit pas colinéaire
a e; et construire un élément h de SL(R™) tel que h™! o g fixe €; et h fixe au moins un
vecteur non nul).

(c) g est une homothétie (pour un h arbitraire dans SL(R™) qui n’est pas une homothétie,
remarquer que h~! o g n’en est pas une non plus).

Exercice 10 Courbe sinus du topologue
Montrer que I'adhérence de la partie suivante de R? est (compacte et) connexe mais pas connexe

par arcs ni localement connexe :
1
T = T, sin —
x

Montrer que la réunion de T et du segment [(0, 1), (1,1)] est connexe par arcs mais non localement
connexe.

x €0, 1]}.
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12.6 TD6

Exercice 1 Le dual topologique de ¢! est (>
On note ¢! Pespace ¢!(C), muni de sa norme usuelle (||all; = >°°7 |a,|) et pour k € N, §*) la suite

définie par 5,(:‘7) —letds =0sin #+ k.
1. Soit u € (') := L(¢*,C) (dual topologique de ¢1).
(a) Vérifier que la suite  définie par Vk € N 1, = u(0®) est bornée et que ||1]/o < [lu.
(b) Vérifier que Ya € ¢* >°32 , ax6™ = a et en déduire que [Jul| < [|7]|s-
2. Pour u € (£') on pose ®(u) = (u(d™®))en.
(a) Verifier que 'on définit ainsi une application linéaire ® de (¢!)" dans ¢>°(C).
(b) Vérifier que ® est isométrique (i.e. [|[P(u)|lo = [Ju])-

(c) Montrer que ® est surjective.

Exercice 2 E.v.n. quotient, application linéaire de noyau fermé
Soient E un espace vectoriel normé, G un sous-espace vectoriel et /G 'espace vectoriel quotient
(caractérisé par : il existe une surjection linéaire p : E — E/G de noyau G).

1. Montrer qu’il existe une (unique) application N : E/G — RT telle que Vx € E N(p(z)) =
d(z, Q).
2. Montrer que N est une semi-norme sur /G, et que c’est une norme si et seulement si G est

fermé.

3. Montrer (par le critére sur les séries vu en cours) que si F est complet et G fermé alors E/G
(que 'on suppose désormais muni de cette norme) est complet.

4. Soient F' un autre e.v.n. et f: E — F une application linéaire de noyau fermé G.

(a) Montrer par un contre-exemple que f n’est pas nécessairement continue (cf. TD3, ex. 10,
avec méme G = {0}).

(b) Soit f: E/G — F l'unique application linéaire telle que f = f o p. Montrer que f est
continue si et seulement si f 1’est.

(¢) En déduire qu'une application linéaire de rang fini est continue si (et seulement si) son
noyau est fermé (rappel : rang(f) := dim(imf) = dim(E/ ker f)).

Exercice 3 Projection sur un convexe complet d’un espace préhilbertien
Soient E un espace préhilbertien réel, C' une partie convexe non vide de E, x € E et § = d(z,C).

1. Pour tout n € N*, soit F,, = B'(x,d+ 1/n)NC. Montrer que diam(F,,) — 0 (utiliser I'identité
du parallélogramme) et en déduire que si C' est complet, alors il existe un unique y € C' tel
que d(z,y) = 0.

2. Montrer que si un y € C vérifie d(z,y) = 4, alors il vérifie

(x) VzeC(zx—y,z—y) <0

(considérer pour cela les points du segment [z, y]).
3. Prouver la réciproque.

4. On suppose désormais que le convexe C est complet et I’on note Po 'application de “projection
sur C”, qui & tout x € E associe I'unique y € C tel que d(z,y) = d(x,C). (Clairement,
Pc o Po = Pg.) Déduire de (x) que

Va1, @ € B, (Po(21) — Po(@s), 21 — 22) > ||[Po(@) — Po(z2)]*.
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d.

En déduire que P¢ est 1-lipschitzienne.

Exercice 4 Adjoint d’un opérateur continu sur un Hilbert
Soient H un espace de Hilbert et S, 7 € L(H).

1.

Montrer qu’il existe un unique 7* € L(H) tel que Yo,y € H (T'(x),y) = (x, T*(y)).

2. Pour H = (? et T défini par T((2,)nen) = (Tni1)nen, vérifier que T € L(H) et déterminer T*.
3.
4. Montrer que ker(T*) = (imT)* et im(T*) = (ker T')*.

Montrer que (T*)* =T, (SoT)* =T o S et [T o T|| = | T||* = | T"|]*.

Exercice 5 Polynémes orthogonaux

Soit I intervalle fermé non vide de R; on se donne une fonction continue w : I —]0, +o0o[ (appelée

fonction poids); on suppose de plus que pour tout n € N : f (t)|t|*dt converge; A, désigne la
mesure de densité w sur [.
On note E l'espace des fonctions réelles continues sur I appartenant a L?*(\,); E est muni du

produit scalaire (f|g)w f f(t)g(t)w(t)dt et de la norme associée || |2, (norme de moyenne
quadratique pour )\, ). On notera 73 l espace des fonctions polynomes sur R, a coefficients réels, de
degré < n (on identifiera polynéme et fonction polynomiale associée).

1.

Montrer qu’il existe une suite unique (p,)neny de polyndomes unitaires (i.e. de coefficient do-
minant égal a 1), deux a deux orthogonaux pour (.|.),, tels que Vn, deg p, = n (penser a la
méthode d’orthogonalisation de Gram-Schmidt); ces polynomes p, sont appelés les polynomes
orthogonaux relatifs au poids w; (la suite des polynomes normalisés (p,/||pnll2.w)n €st une
suite orthonormée de E).

Dans cette question, I = [—1,1] et w = 1; on note L, les polynomes orthogonaux sur I relatifs
au poids w = 1 (polynémes de Legendre). Déterminer Ly, L; et Lo.

Montrer que si I est borné, la famille (p,)nen est totale dans E, la famille (p,/||pnll2.w)n est
une base hilbertienne de E.

Soit f € E. Montrer qu’il existe un unique polynoéme ¢, € P, tel que ||f — gullow =
dist(f, Pn)(= infrep, [|f — hll2.w); (¢ est le polynome de meilleure approximation quadra-
tique de f a l'ordre n).

Montrer que si I'intervalle I est borné, alors lim,, . || f — ¢nll2.w = 0; retrouver le résultat de
la question 3 (i.e. la famille (p,,/||pn||2.w)n est base hilbertienne de E).

Un autre exemple : I = [—1,1] et w(t) = (1 —t*)~2; on pose pour t €] — 1,1, T,(t) =
cos(n arccost) ; véerifier que T, est un polynome en ¢ (poser x = arccost et utiliser les formules
d’Euler) ; montrer que

Osin#k

T o
§s1n—k

(T, Tk) =/ cosnzxcoskx doz = {
0

(les T,, sont appelés polynomes de Tchebychev).
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Chapitre 13
Bibliographie

(presqu’entiérement reprise du poly d’A. Cumenge)

Tain T. ADAMSON, A General Topology Workbook, Birkhauser, 1995
(cours + exercices pour découvrir par soi-méme la topologie générale)

Gustave CHOQUE'T), Topologie, Masson, 1969 — Dunod, 2000
(un grand classique, trés clair) traduit en anglais

Gilles CHRISTOL, Anne COT et Charles MARLE, Topologie, Ellipses, 1997

Jean DIEUDONNE, Eléments d’Analyse, tome I, Gauthiers-Villars, 1972
(espaces métriques, espaces vectoriels normés, espaces de Hilbert ; encore un bon classique) version
originale en anglais

Alain DUFRESNOQOY et Christine LAURENT-THIEBAUT, cours en ligne interactif :
http://www-fourier.ujf-grenoble.fr/enseignement/IMG/pdf/1cl.pdf
et le mode d’emploi :
http://www-fourier.ujf-grenoble.fr/enseignement/IMG/pdf/modemploi-2.pdf

Jean-Louis KRIVINE, Logique et théorie axiomatiques, polycopié de cours, 2009 :
http://www.pps.univ-paris-diderot.fr/“krivine/articles/LTA-ens.pdf

Jean-Pierre MARCO, Analyse pour la licence, Masson, 1998
(cours et exercices corrigés ; les exemples y constituent souvent de bons exercices simples)

Hervé QUEFFELEC, Topologie, Dunod, 2002, 4e éd. 2012
(cours et exercices corrigés ; la topologie et ses utilisations, cours richement illustré ; trés utile pour
les futurs agrégatifs)

Jean SAINT-RAYMOND, Topologie, calcul différentiel et variable complexe, Calvage et Mounet,
2007, preprint
(un “trois en un” relativement complet, d’un bon niveau licence)

Georges SKANDALIS, Topologie et analyse, coll. “Maths pour la licence”, Dunod, 2001
(cours + exercices avec quelques indications de solutions; bonne continuation du Liret-Martinais,
Analyse 2 du L2)

Yves SONNTAG, Topologie et analyse fonctionnelle, Ellipses, 1998
(cours pour I'enseignement a distance donc trés, trés détaillé)

0. Ya. VIRO, O. A. Ivanov, N. Yu. Netsvetaevet V. M. Kharlamov, Elementary Topology,
Problem Textbook, AMS, 2008, version 2007 en ligne

Claude WAGSCHAL, Topologie et analyse fonctionnelle, coll. “Méthodes”, Hermann, 1995
(trés complet ; si vous cherchez un énoncé en topologie ou analyse fonctionnelle avec les hypothéses
minimales, vous 'y trouverez strement !)
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