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U.E. Analyse Numérique

Feuille de TP5
Résolution numérique d’équations différentielles ordinaires.

Exercice 1. Approximation numérique des solutions de 1’équation du pendule
On rappelle que 'on peut modéliser le mouvement d’un pendule pesant par ’angle
0 qu’il fait avec la verticale et ’équation différentielle suivante

6= —%sin& (1)

On rappelle que I'équation (1) est équivalente au systéme non linéaire d’EDOs d’ordre
1 suivant :

Y1) = F(Y(£) ot Y(f) = ( g,((tt)) ) ot F ( ’ ) > ( _%gn(x) ) @

Le pendule amorti (en ne négligeant plus les frottements) peut de la méme manieére
étre modélisé par ’'EDO suivante :

Y'(t) = G(Y (1)) ot Y(t) = ( g% ) et G : ( y ) o ( - %ysin(w) ) (3)

Pour étudier et illustrer la dynamique du pendule simple, du fait de la non-linéarité
en sin, on est amené a faire une étude approchée des solutions de ce probléme sur un
intervalle de temps [0, T']. On définit pour cela une discrétisation temporelle uniforme de
pash 0=ty <ty <--- <ty =T avec t,, = nh. Pour résoudre numériquement 1’équation
(2), on va programmer les méthodes d’Euler explicite et de Kunge-Kutta d’ordre 4 (notée
RK4).

Mise en place des méthodes numériques On rappelle que, pour 'approximation
numérique d’'une EDO autonome

y/(t) - f(y(t))a t >0, y(O) =Y € Rda f : Rd — Rd7

les schémas numériques d’Euler explicite et de Runge-Kutta d’ordre 4 sont définis en
calculant ’approximation y,, de y(¢,) par :

Euler explicite vyo = v0, Yn+1 = Yn + hf(yn)
RK4 Yo = Yo, Ynt+1 = Yn + o [K] + 2k% + 2k5 + kY],
{L = f(yn)a
kY = flyn + 2kD),
kS = fyn + LKD),




Précision des méthodes : ordre de convergence Une étude théorique des deux
méthodes ci dessus (on définit pour cela les notions d’ordre de consistance et de stabilité
des méthodes numériques) permet de démontrer que, si la fonction f qui régit FTEDO
est suffisamment réguliere, alors
— y(tn)| < CHP anlOl 1

omax [y = y(tn)| < S |y (t) (4)
Le plus petit tel entier p est appelé ordre de convergence de la méthode et 'on peut
démontrer que la méthode d’Euler explicite est d’ordre 1 et la méthode RK4 d’ordre 4.

Implémentation des méthodes numériques : résolution approchée du pro-
bléeme du pendule Pour simplifier votre premiere implémentation de méthode nu-
mérique pour les EDOs, on vous propose un programme pour implémenter la méthode
d’Euler explicite pour la résolution approchée du probléeme du pendule avec une donnée
initiale yo = (6o, 01)”, un pas de temps h et un temps final 7. On considérera pour
simplifier que § =

function y=eulerE(y0,h,T)

y=[y0]; yaux=y0;
N=floor (T/h);

for i=1:N
yaux=yaux-+hx*f(yaux);
y=[y vyaux];

end

qui nécessite bien sir la création de la fonction F' :

function y=F(x)

y=[x(2); —sin(x(1))];

end

1. Tester la fonction eulerE pour les données numériques suivantes : 6y = 0, 6; =
0.3, T =10,h = 0.1. Que renvoie-t-elle 7 Comment peut-on 'utiliser pour illustrer
la dynamique du pendule ?

2. Programmer une fonction RK4 qui implémente la méthode de RK4 appliquée au
probléme du pendule pour une donnée initiale yo = (6o, 61), un pas de temps h

et un temps final T'. L’utiliser pour illustrer la dynamique du pendule.

3. Tracer I’évolution de I’énergie mécanique numérique F,, = 19721 + 1 —cos#b, en

-2
fonction du temps. Faire varier h, qu’observe-t-on ?
4. Adapter les schémas numériques utilisés pour résoudre de maniere approchée le
probléme du pendule amorti (3).

Exercice 2 (TD7 ex2). L’évolution au cours du temps de la concentration de certaines
réactions chimiques peut étre décrite par

y(t) = —mpyt), t20
{ y(0) = yo,1+ ©)



1. Calculer la solution exacte du probleme (5).

2. Ecrire les méthodes d’Euler explicite et implicite pour la résolution numérique du
probleme (5).

3. Implémenter une fonction eulerl qui prend en argument yg, h et T et renvoie le
vecteur des y, pour n = 0 a N =floor(7T'/h). En posant yo = 5,7 = 50 et h = 0.5,
calculer les termes y, donnés par les méthodes d’Euler explicite et implicite.

4. Tracer sur un méme graphe les valeurs y,, z, et y(t,) calculés respectivement par
les méthodes d’Euler explicite, implicite et pour la solution exacte. Recommencer
pour h = 0.05 puis h = 0.005

Exercice 3 (TD7 ex4). On conseilere I’équation différentielle ordinaire

y'(t)=-Ayt), t=0 (6)
y(0) = yo,
ou A > 0 est fixé.
1. Calculer la solution exacte et la tracer.

2. Implémenter les méthodes d’Euler explicite et de Crank-Nicolson pour le probleme
(6) et tracer les solutions pour yp = 2,\ = 1,h = 0.1 et 7' = 10. On rappelle
ci-dessous la méthode de Crank-Nicolson :

Méthode de Crank-Nicolson : y,11 =y, + % (f(tnsyn) + f(tnt1, Ynt1))-

3. Que se passe-t-il a présent si A =507



